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Analyse fonctionnelle et EDP de Cergy-Pontoise

TD n°6: Equation de la chaleur

Exercice 1. Soit a > 0. Trouver une solution explicite du probleme

Owu(t,x) — a*Au(t,z) =0, t>0, v € R,
u(0,2) = up(x), r € R%.

Exercice 2. Montrer que K;,4(z) = (K; * K,)(z) pour tous t,5s > 0 et x € R%. On rappelle
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queAKQ(x):: (Z;;;ﬁie

Exercice 3. Résoudre le probleme

Ow(t,z) — 2 u(t,r) =0, t>0,z >0,

uw(0,z) = up(x), x>0,

ult,0) =0, t>0,
olt ug € C*(R™) est telle que ug(0) = uj(0) = 0. Indication: prolonger u pour z < 0 par
imparité.

Exercice 4. Soit u(t, x) la solution du probleme

Owu(t,z) — Au(t,z) = f(t,z), t>0, z € RY,
u(0,2) = uo(x), x € R,

et v(t, z) la solution du probleme

ow(t,z) — Av(t,x) = g(t,z), t>0, x € R,
v(0,2) = vo(x), r € R

On suppose que f,g € CLRE™), que ug, vy € Cy(R?) et qu'on a
If = gll =" sup [f(t,2) —g(t.x)| <€, uo—vollec = sup |uo(z) — vo(z)| < €.
(t,I)ERi+1 JIERd
Montrer que pour tout ¢ > 0 on a

sup |u(t,z) —v(t,z)| < e(1+1t).
zeR?

Exercice 5. On considere ’équation de la chaleur en dimension d = 1 et sur un intervalle
[0, L].
Soit uy € C([0, L]) tel que up(0) = up(L) = 0. On s’intéresse au probleme
Owu(t,z) — P u(t,r) =0, t>0, z €0, L],
(1) u(0,) = uo(), ve 0, L,
u(t,0) = u(t,L) =0, t>0.

a) Montrer qu'’il existe une unique solution u(t,z) € C*(R% x [0,L]) N C(Ry x [0, L]) au
probleme ci-dessus. Indication: prolonger u pour € [—L,0] par imparité puis a R par
2L —périodicité.
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b) Soit f € C'([0, L]) telle que f(0) = f(L) = 0. Montrer que || f]|zz < 7

| £']|z2 (inégalité
de Poincaré).

L
c) Pour une fonction f(t,), on note ||f(t)||3 = / |f(t,z)|*dz. Montrer que la solution
0
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d) En déduire que pour tout t > 0 on a ||[u(t)||s < Huoﬂge’%. Indication: utiliser la méthode
du ¢) de I'Exercice 6 Feuille 5.

u(t, ) vérifie
2

= 0.
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ou
8_x<t>

On s’intéresse maintenant au probleme

Owu(t, ) — 02 u(t,x) =0, t>0, z €0, L],
(2) U(OVT) = UO(:E)7 LS [07 L])
U(t, 0) =T, u(t, L) =T, t>0.

e) Vérifier que u(t,z) est solution du probleme (2) si et seulement si la fonction v(t,z) =
Ty —T;
u(t,z)— (11 +

Ty — T}
! a:> est solution du probleme (1) avec vy(z) = uo(z)— (TI 4221 ;1;) _
f) En déduire que u(t,x) converge dans L?([0, L]) lorsque t — +o00 et préciser sa limite.
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