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Analyse fonctionnelle et EDP de Cergy-Pontoise

TD n°5: Equations des ondes

Exercice 1. Résoudre le probleme

O2u(t,z) — a?0? u(t,z) =0, teR, x>0,
u(0,x) = up(x), Owu(0,2) =u(x), x>0,
u(t,0) = 0, t R,

olt ug € C*(R"), vy € CHR") sont telles que up(0) = uj(0) = u1(0) = 0. Indication:
prolonger u pour x < 0 par imparité.
Exercice 2. En utilisant les formules de D’Alembert et Duhamel, donner la solution ex-
plicite du probleme

GRult,z) — O u(t,x) = f(t,7), twER,

u(0,2) = up(x), Ou(0,z) =uy(z), = eR.
Exercice 3. Soient uy € C%*(R) et u; € C'(R) a support compact, et u la solution du
probleme

OAu(t,z) — a?0% u(t,x) = 0, t,r € R,

u(0,2) = up(x), Ou(0,z) =uy(z), = eR.
a) Montrer que pour tout ¢t > 0 la fonction = — wu(t, x) est a support compact.
On définit ’énergie cinétique k() et 1’énergie potentielle p(¢) d’une solution u par

+oo a2 +0oo
k() = = / Ot x) P, k(1) = / Opu(t, o) 2dz.
b) Montrer que 1'énergie totale e(t) = k(t) 4+ p(t) est constante.

c) Montrer que pour t assez grand on a k(t) = p(t) (on pourra utiliser la formule de

D’Alembert).

Exercice 4. On considere I’équation des ondes homogene en dimension d = 3. On suppose
que les données initiales uy et uy sont a support compact. Montrer que pour tout compact
K C R3 il existe tx tel que

u(t,z) =0, Vt>tg,VoeK.
Ce résultat est-il encore vrai en dimension d = 17

Exercice 5. On considere I’'équation des ondes homogene en dimension d = 3. On suppose
que les données initiales ug et u; sont a support compact. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

C
lu(t, z)| < 7 Vt > 0,Vz € R

Ce résultat est-il encore vrai en dimension d = 17
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Exercice 6. On considere 1’'équation différentielle
a"(t) +2'(t) + z(t) + 2*(t) = 0.

On suppose que la solution est définie pour tout ¢ > 0, et on définit 1’énergie E(t) d'une

solution par

B(t) = 5 (0 + 52%(0) + 7).

1
Soit € €]0, 5[, on définit les quantités F et G par

F(t) = E(t) + ex(t)2'(t) + gﬁcQ(t), Gt) = (1 —e)a'(t))* + ex?(t) + ex(1).

a) Montrer que F'(t) + G(t) = 0.
b) Montrer que
(1—€e)E(t) < F(t) < (1+2)E(t) et 2eE(t) <G(1).
2e
I+e

c) En déduire que F'(t) + F(t) < 0 puis qu'il existe C' > 0 tel que E(t) < Ceo™That
pour tout t > 0.

d) Que peut-on en conclure sur x(t)?



