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Différentielles

Exercice 1. Soit f : [a,b] C R — R dérivable. Rappeler le Théoréme de Rolle et de
Taylor-Lagrange.

a) Montrer que si |f'(x)| > K sur |a, b[, alors |f(b) — f(a)| > K|b— al.

b) Soit g : R — C définie par g(x) = €. Montrer qu’il n’existe pas de ¢ € R tel que
9(2m) = 9(0) = ¢'(c)(27).

c) Montrer que a) n’est plus valable pour la fonction g.

Exercice 2. Soit f : [0,a] C R — R deux fois dérivables telle que f(a) = f(0)
et |f"(z)] < M sur |0, af. Montrer que |f(z)| < z(a — x)M/2 sur [0,«a]. (Pour zy €
fixé, prenons A telle que f(zg) = xo(a — x9)A/2 et puis on considére la fonction g¢(

flz) —x(a—2)A/2...)

Exercice 3. Soit f : R™ — R"™ une application différentiable en un point v. La différentielle
de f en vy est une application linéaire de quel espace vers quel espace? Si 'on exprime la
différentielle sous forme matricielle, quelle est la taille de la matrice ?
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Exercice 4. Utiliser o(h) pour calculer la différentielle. On rappelle que la différentielle de
f:R™ — R™ au point v est une application linéaire L : R™ — R" telle que

1
f(v+h)— f(v) — L(h) =o(h) , ou bien ]lliném (flu+h)— f(v)—L(h))=0.
Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par f(z) = 2. Quelle est la différentielle
de f en 37 Quelle est la différentielle de f au point x?

Exercice 5. Soit f: U C E — F. Soit xg € U, on dit que f est dérivable en xy suivant
la direction h € E ssi P'application ¢(t) = f(zo + th) définie sur un intervalle de la forme
[—¢,¢] C R est dérivable en 0.

a) Montrer que si f est différentiable en xg, alors elle est dérivable en xy suivant toutes les
directions.
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b) En considérant f(x,y) = { 2z Sur (R?)

, montrer que la réciproque est fausse.
0 en (0,0) 4 prod

Exercice 6. Soit une application f : M, ,,(R) — M, ;(R), rappeler la définition de f est
différentiable en un point A € M,, ,,(R). Soit F' définie par F'(A) = A- (*A). Montrer que F
est différentiable et calculer sa différentielle au point A par la méthode suivante :
i) Pour H € M(n,m) fix¢, calculer limy_g (F(A+tH) — F(A)). On note L(H) la limite.
ii) Montrer que la fonction L ainsi définie est linéaire. Justifier que L est continue.
iii) Sur chaque espace vectoriel de matrices réelles on peut définir une norme de la fagon
suivante ||M || = max |M, ;|, montrer en utilisant ces normes, qu’il existe une constante
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K telle que VM, ||'M| < K||M].
iv) Montrer que L : H — L(H) est bien la différentielle recherchée.



Exercice 7. On considére le déterminant A — det(A) comme une application de I’espace
M, (R) (vers quel espace?). Cette application est-elle linéaire? A l'aide de la méthode de
I'exercice précédent, déterminer sa différentielle au point I € Ms(R).

Exercice 8. Soit £ = M;3(R).

a) Montrer que l'application A — det(A) est différentiable au point A = I, la matrice
identité. Déterminer ((det)'(1))(H).

b) Montrer que I'application A — det(A) est différentiable en tout point A € GL3(R) c’est
a dire en tout point A inversible. Déterminer alors sa différentielle.

Exercice 9. Soit k£ un entier naturel, déterminer la différentielle des fonctions suivantes, sur
un ouvert appropri¢ de M, (R).

fi: A tr(A) fz: A tr(tAA) fs: A AF fri A (A4 A%)7!
fa: A A fi: A (Id+ A)? fo: A A2 fs: A A7F

. . x 3z + 8y
Exercice 10. Soient v = , f(v) =3, g(v) =3x+8y, A(v) = , F(v) =xy

Y 2z — dy
Ty
et G(v) = | sin(x +y) . Calculer pour chacune de ces applications :
22—y

a) La matrice Jacobienne au point v;
b) La différentielle au point v en tant qu’application linéaire ;

f > par la différentielle au point v = ( ; )

c) L’'image du vecteur ( 1

Exercice 11.
w/2

. v . 2
a) Soit f(¢) :/ sin (2° + «t) dz. Calculer f'(0).
0
Soit E = C°([0,1],R) muni de la norme infinie. On considére les applications
1 1
E> ¢ F(p) :/ plx)dr et E3p— G(p) = / ©*(x)dx.
0 0

b) Montrer que F est linéaire et continue. Quelle est sa différentielle ?
c) Montrer que G est différentiable et déterminer sa différentielle.
d) Montrer que si ¢ € C! et p(0) = (1), alors (G'(¢))(¢’) = 0.

Exercice 12. Soient f : R® — R, f( =22+ + 2% et g: R — RS gt) =
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t
t2 | . Caleuler f'(g(t)) et ¢/(t). Calculer f o g(t) ainsi que sa dérivée. Est-ce que la régle de
t3

x z
composition est vérifice? Soit F : R3> | y | — | 2y — 3 | € R3. Quelle est la différentielle
z 2y
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Exercice 13. Soit £ = R" muni de la norme euclidienne.

a) Montrer que p(x) = ||z||? est différentiable sur E. Préciser sa différentielle.

b) Retrouver la différentielle de I'application &(x) = ||z|| sur E* en utilisant a).

c) Montrer que f : E* — E* définie par x — Az /||x||? est différentiable sur E* et que

v A [y 2k
KD = e (h EE )

> € U, on définit A(z) = (i
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Exercice 14. Soient U =R x R* et z = (Il

B(z) = (x1,2122) € M12(R).

Z; € R?, expliciter (A'(x))(h) et (B'(z))(h). Plus généralement,
soit f: U — M(R), z = (fi;(2)). Que vaut (f'(x))(h)?

b) Calculer B(z) - ((A'(x))(h)), (B'(z))(h)) - A(x), puis ((BA)'(x))(h). Y a-t-il une relation
entre les trois résultats ? Expliquer.

c) Calculer ensuite (AB)(x) := A(x)B(x) et déterminer ((AB)'(x))(h).

) € M2 (R) et
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Exercice 15.

a) Soient A = (i g) et H = ((1) 1) Soit f(X) = X' Que vaut f(A)? Que vaut

(f'(A)(H)?
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b) Soit g(t) = [0 1 1+t . Calculer ¢(0) et ¢’(0) (sans calculer I'expression de g(t)).
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Exercice 16. Soit £ = C°([0, 1], R), muni de la norme || f||o = sup{|f(z)|, = € [0, 1]}. Soit
U={f€E, Yoe01] f(x)+0}.
a) Montrer que U est un ouvert de E.

b) Soit ¢ : U — U telle que ¥(f) = 1/f. Montrer que ¥ est différentiable sur U et
déterminer sa différentielle. Est-ce que ¥ est C* sur U ?

Exercice 17. Soit f une fonction différentiable sur (R?)*. Exprimer 0, f et d,f en coor-
données polaires, on pourra poser F(r,0) = f(rcos,rsinf). Pour f de classe C' sur R?
résoudre

Tor TVay T («* +y°)f.



