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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

1.1 Norme dans un espace vectoriel

Dans tout ce cours les espaces vectoriels considérés seront des R-espaces vectoriels. Ce-
pendant, la plupart des résultats que nous verrons sont également vrais si on considére des
C-espaces vectoriels.

Définition 1.1. Soit E un espace vectoriel. Une application N : E — R est une norme si

1. N(z) =0 si et seulement si x = 0,

2. N(A\x) = |A[N(x) pour tout A € R et pour tout x € E,

3. N(x +y) < N(z) + N(y) pour tous z,y € E.

Un espace vectoriel E muni d’une norme N, noté (E,N), sera appelé un espace vectoriel
normé, en abrégé evn.

Notation : Les normes seront souvent notées || |.

Exemple 1.1. Soit E = R™. On note x = (x1,...,x,) un élément de E. Les applications

n " 1/2
x = ||z| = Z |zi], x|z = <Z |xl\2> et © = ||7]| = max |z;| définissent des

i=1 i=1 T
normes sur E.

Exemple 1.2. Soit E = C%[a,b]) Uespace des fonctions continues de |a,b] dans R. Les
b b 1/2
apptiations 1 > [l = [ 100, £ 17l = ([ 1F0Pac) et o 1l =

sup |f(t)| définissent des normes sur E.

te[a,b]

Exemple 1.3. Sur E = (1(N) := {z = (z,), € RV | > |zn| < 00}, les applications
x|z = Z |z,| et © — ||z||oo = sup |z,| définissent des normes.

neN neN

Exercice 1.1. Soit N une norme sur un espace vectoriel £. Montrer que pour tous z,y € F
on a |N(z) — N(y)| < N(z —y) (parfois appelé inégalité triangulaire inversée).

5



6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

Définition 1.2. Soit E un espace vectoriel et N1, Ny deux normes sur E. On dit que Ny et
Ny sont équivalentes s’il existe C,C" € RY tels que

Remarque 1.1. Dans la définition ci-dessus l’équation (1.1) semble donner un role différent
a Ny et Ny contrairement a la formulation “Ny et Ny sont équivalentes”. On vérifie facilement
qu’on peut en fait intervertir les roles de Ny et No. Autrement dit, la relation ~ définie par

Ni ~ N, A HC, C'e R*_’_, Vr € E, CNl(l') < NQ(,I) < C,Nl(I), (12)

est une relation symétrique. Cette relation est clairement réflexive, et on vérifie facilement
(faites-le!) qu’elle est transitive. Autrement dit (1.2) définit une relation d’équivalence.

Exercice 1.2. Prouver les affirmations de la remarque précédente.

Exemple 1.4. Les normes || |1 et || ||« dans ’Exemple 1.1 ci-dessus sont équivalentes.
Soit © = (x1,...,2,) € R". Pour tout i € {1,...,n} on a|z;| < ||z|w et donc

n

lzlh =) il < nlllo.

=1

Par ailleurs, il existe ig tel que max |x;| = |x;,| et donc
i=1,...,n

n
lzlloo = lzia] <D lail = llzls.
i=1

Pour tout x € R"™ on a ||z|| < ||2]1 < n|jz||le, ces deuz normes sont donc équivalentes.

Exercice 1.3. Montrer que les normes || ||2 et || || sont équivalentes. Que peut-on en
déduire sur les normes || ||1 et || [[27

Le fait que les normes || ||1, || |l2 et || |leo sur R™ soient équivalentes est en fait un cas
particulier du théoréme important suivant :

Théoréme 1.3. Si E est de dimension finie alors toutes les normes sur E sont équivalentes.
On démontrera ce Théoréme dans le Chapitre 2 (a la fin de la Section 2.1).

Exemple 1.5. Dans I’Ezemple 1.2, les normes || ||1 et || ||« ne sont pas équivalentes.
Si f € C%[a, b)), pour tout t € [a,b] on a |f(t)] < ||flle et donc

b b
1l = / )t < / 1 lledt = (b — a)]|fll.

On montre que par contre on ne peut pas trouver C' > 0 tel que pour tout f on ait || f|le <
C|flli. Pour cela il suffit de construire une suite (f,,), telle que || fullo = 1 pour tout n mais
| fulls = 0. Soit f, définie par

na+1—nt sia§t<a+%,

Iut) = { 0 sinon.

On a ||fullo =1 tandis que f; | fa()|dt = &= (faites un dessin!).
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L’importance de la notion de normes équivalentes apparaitra par la suite quand on abordera
les notions de convergence, continuité, etc. dans les evn. On verra en particulier que ces
notions dépendent en général de la norme choisie mais pas de leur classe d’équivalence (pour
la relation ~ définie en (1.2)).

Définition 1.4. Soient E et F deux espaces vectoriels, on appelle produit de E et F', noté
E x F, l'ensemble {(z,y)|x € E ety € F}.

Proposition 1.5. Sur E x F on définit les lois

e Pour tous (z,y) et (2',y') dans E x F, (x,y) + (',y) = (x + 2",y + '),

e Pour tous (z,y) dans E X F et X dans R, \(z,y) := (Az, \y).
E x F muni de ces lois est un espace vectoriel. De plus si || ||g et || || sont des normes sur
E et F respectivement, alors les applications

ExXF3(zy) = llzle+llylle et ExFS(z,y) = max(|lz] y]r)

définissent deux normes sur l’espace vectoriel EE X F' et elles sont équivalentes.

Exercice 1.4. Démontrer la proposition ci-dessus.

Remarque 1.2. De la méme facon si (Ey, || |[1),..., (En, || ||ln) sont des evn alors les ap-
plications Ey x --- X E, 3 (21,...,%,) — max{||zi| g, ..., |zullE.} €t By X -+ X E, >
(1, .y xn) = ||X1]| gy +- - A |2nl| B, définissent des normes sur l'espace vectoriel Ey - - - X E,

et elles sont équivalentes.

1.2 Topologie élémentaire dans les evn

Dans ce cours on s’intéressera a ’étude de fonctions f : E — F ou E et F' sont deux
espaces vectoriels, ou éventuellement définies uniquement sur une partie D C E. Dans cette
section on introduit quelques notions préalables et nécessaires a cette étude.

Si (&, || ||) est un evn alors d(z,y) := ||z — y|| définit une distance entre les éléments de
E. On dira que d est la distance associée a la norme || ||. A partir de l& on commence par
définir la notion de boules.

Définition 1.6. Soit x € E' et r > 0. On appelle boule ouverte, resp. fermée, de centre x et
de rayon r Uensemble B(x,r) ={y € E | |[y—z| <7}, resp B(z,r) ={y € E | |ly—=z| <r}.

Exemple 1.6. Si E =R et ||z|| = |z|, on a B(z,r) =]z —r,x+7r[ et B(x,r) = [x —r,2+7].

Remarque 1.3. La notion de boule dépend du choiz de la norme. Si || ||y et || ||2 sont deux
normes sur E alors en général By |, (x,7) # Bj |,(x, 7).

Exercice 1.5. Sur R? déterminer et représenter graphiquement la boule B(0,1) pour la
distance issue de chacune des normes || |1, || ||2 et || ||co-

Définition 1.7. Soit x € E. Un ensemble V. C E est appelé un voisinage de x s’il existe
r >0 tel que B(z,r) C V.
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Exemple 1.7. Sur (R,| |) Uensemble V =] — 1,1] est un voisinage de 0 mais ce n’est pas
un voisinage de 1 bien que 1 € V.

Définition 1.8. Un ensemble O C E est dit ouvert si pour tout x € O il existe r > 0 tel
que B(z,r) C O, i.e. si O est voisinage de chacun de ses points.

Remarque 1.4. L’ensemble vide est un ensemble ouvert ainsi que E lui méme.

Définition 1.9. Un ensemble F' C E est dit fermé si son complémentaire F© = E \ F est
ouvert.

Exemple 1.8. Pour tout x € E et r > 0 la boule ouverte B(x,r) est un ouvert et la boule
fermée B(x,r) est un fermé. En effet :

o Soity € B(x,r). y vérifie donc ||y — x| <r et on ar’' =r— |y —z| > 0. Pour tout
z € B(y,r") on a alors ||z —z|| < ||z —y| + |ly — x| <7 + ||y — z|| = r donc z € B(z,r).
Autrement dit B(y,r") C B(x,r). On a montré que pour tout y € B(x,r) il existe ' > 0 tel
que B(y,r") C B(xz,r). B(x,r) est donc bien ouvert.

e Montrons maintenant que B(:c,r) est fermé c’est-a-dire que son complémentaire O =
{y € E||ly—=z| > r} est ouvert. Soity tel que ||y —x| > r et ' = ||y—z|—r > 0. Pour tout
z€By,r) onally—z| <y -zl +llz =zl <r'+lz =z, ie [z =zl > |ly -zl =" =7
et donc z € O. On a montré que pour tout y € O il existe v’ > 0 tel que B(y,r") C O.
L'ensemble O = E \ B(x,r) est donc ouvert et B(x,r) est un fermé.

Proposition 1.10. Toute réunion d’ensembles ouverts est un ouvert et toute intersection
finie d’ensembles ouverts est un ouvert. Toute intersection de fermés est un fermé et toute
réunion finie de fermés est un fermé.

Démonstration. On montre le résultats sur les ouverts, celui sur les fermés en découle (le
complémentaire d’une intersection est la réunion des complémentaires et vice versa).

Soit donc (O;);er une famille d’ouverts et O = U;;O;. 11 faut montrer que O est voisinage
de chacun de ses points. Soit donc x € O. Par définition de I'union il existe ¢ € I tel que
x € O;. Comme O; est ouvert il existe r > 0 tel que B(z,r) C O; C O ce qui prouve que O
est voisinage de x. Finalement O est bien un ouvert.

Soit maintenant Oy, ...,0, des ouverts, O = N ,0; et soit « € O (si O est vide il
n’y a rien a montrer). Par définition, pour tout i = 1,...,n, z € O; qui est ouvert donc
il existe ; > 0 tel que B(z,r;) C O;. Soit r = min{ry,...,r,} > 0. Pour tout i on a
B(z,r) C B(z,r;) C O; et donc B(z,7) C O ce qui prouve que O est voisinage de = et donc
que O est bien un ouvert. O

Exemple 1.9. On se place dans (R,| |). Pour n > 1 soit O, =] — X, L[ Pour tout n
Uensemble O,, est ouvert dans R. Par contre O = Ny>10,, = {0} ne lest pas.

A la vue de cet exemple, quelle étape de la démonstration ci-dessus n'est plus vraie si on
a une intersection infinie (méme dénombrable) d’ouverts ?

Définition 1.11. Soit A C E.
1) On appelle intérieur de A l'ensemble A := {x € E'[3r >0, B(z,r) C A}. Autrement dit,
Vintérieur de A est [’ensemble des points dont A est un voisinage. On a toujours A C A.

2) On appelle adhérence de A ’ensemble A .= {x € E|Vr >0, B(z,r) N A # 0}.
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Remarque 1.5. Si A est ouvert alors A=AcetsiA est fermé alors A = A.

Exemple 1.10. On se place dans (R, | |). Soit A =1[0,1] alors A =10,1[ et A = [0,1].

Les ensembles A et A peuvent cependant étre tres différents. Toujours dans (R, | |), on a
Q =0 et Q =R. En effet pour tout z € R et r > 0 il existe ¢ € Q tel que |z —q| <1 (voir
cours de L1) ce qui montre que B(x,7) NQ # () et donc Q = R. De méme, pour tout x € R
et r >0 il existe y € R\ Q tel que |x — y| <r (voir cours de L1) ce qui montre que B(x,r)
n’est pas inclus dans Q et donc @ = (.

Proposition 1.12. Soit A C E. Alors A est le plus grand ouvert inclus dans A et A est le
plus petit fermé contenant A.

Remarque 1.6. Dans la plupart des livres c’est cette caractérisation qui est prise comme
définition de l'inérieur et de l’adhérence. Cependant, dans la pratique on utilise plutot direc-
tement la Définition 1.11.

Démonstration. On va montrer que A est le plus grand ouvert inclus dans A. Il faut donc
montrer que A est ouvert et que si O C A est un ouvert alors O C A. Soit donc O C A un
ouvert. Siz € O alors x € A et, puisque O est ouvert, il existe r > 0 tel que B (x,r) C O C A,
dot z € A. Montrons maintenant que A est ouvert. Soit donc x € A on cherche r > 0 tel
que B(z,r) C A. Par définition de A il existe r > 0 tel que B(z, r) C A Comme B(z,r) est
un ouvert et est inclus dans A, d’aprés ce qui précede B(z,r) C A. O

Exercice 1.6. Montrer que A est le plus petit fermé contenant A.

Corollaire 1.13. Un ensemble A est ouvert si et seulement A = A etil est fermé si et
seulement si A = A.

Tout comme pour la notion de boule, les notions de voisinage, ouvert, fermé, intérieur
et adhérence dépendent a priori du choix de la norme (ainsi que de 'espace E lui-méme).
Cependant, on a

Proposition 1.14. Si || ||1 et || |2 sont deux normes équivalentes alors les notions de voi-
sinage, ouvert, fermé, intérieur et adhérence coincident, i.e. tout ouvert pour || |1 est un
ouvert pour || ||2 et réciproquement, et de méme pour les fermés, les voisinages etc.

Démonstration. On montre le résultat pour les ouverts. La démonstration est similaire
pour les autres notions et laissée a titre d’exercice.
Par définition il existe C, C” > 0 tels que pour tout x dans F on a

Cllzlly < llzlla < s (1.3)

On montre que si O C E est un ouvert pour || ||; c’est aussi un ouvert pour | ||2. La
réciproque s’obtient en intervertissant les roles de || [|1 et || ||z
Soit O un ouvert pour || ||; et z € O. On cherche r > 0 tel que By ,(z,7) C O, i.e. tel que
|y —z|ls <r =y € O. O ouvert pour || ||; donc il existe 71 > 0 tel que By |, (x,71) C O, i.e.
|ly—z||1 < r1 = y € O. En utilisant la premiére inégalité de (1.3), si y vérifie ||y —z|ls < r C
ly — |2
h ==&

Exercice 1.7. Démontrer la Proposition 1.14.

alors ||y — x <1 et donc y € O. Ainsi r = r;C' > 0 convient.
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1.3 Convergence de suites dans les evn

La définition suivante est la généralisation naturelle, dans le cadre des evn, de la notion
de limite de suite que vous avez vue dans R puis dans R"™.

Définition 1.15. Soit (E,|| ||) un evn et u = (u,), € EY une suite d’éléments de E. On dit
que la suite u converge dans (E, || ||) (ou tout simplement converge s’il n’y a pas d’ambiguité)
s’il existe £ € E tel que

Ve >0, AN eN, Yn> N, Ju, — /| <e,
autrement dit si la suite de nombres réels (|u, — £||),, tend vers 0 (dans R).
Tout comme pour les suites de nombres réels, on a
Proposition 1.16. Soit u = (u,), une suite. Si elle converge alors sa limite est unique.

Exercice 1.8. Montrer la proposition 1.16. Indication : c’est la méme preuve que dans R.

Exercice 1.9. Soit (uy,), telle que u,, — ¢ et x € E. Montrer que |lu, — x| — |[{ — z||.

Attention !! Tout comme dans la section précédente, la notion de limite dépend a priori du
choix de la norme. Quand on étudiera la convergence d’une suite, on fera toujours attention
au choix de la norme et s’il y a ambiguité on la précisera bien.

1

Exemple 1.11. Soit E = C°([0,1]), on considere les normes || f||; = / |f(@)]dt et ||flloo =
0

sup |f(t)|. Soit (fn)n la suite de fonctions définies par f,(t) =t™. On va montrer que cette

t€[0,1]

suite converge pour || |1 (vers la fonction nulle) mais qu’elle ne converge pas pour || ||oo-

Pour tout n € N on a ||f, — 0|y = fol [t" —0]dt = fol t"dt = 5 qui tend vers 0, donc
la suite (f,)n converge vers la fonction nulle si E est muni de la norme || ||;.

On munit maintenant E de la norme || ||, on va montrer que (f,), ne converge pas.
On raisonne par contradiction. Soit f € E telle que || fn — f|loo = 0. En particulier, comme
pour tout t € [0,1] on a |f,(t) — f(O)] < || fn — flloo, 01 en déduit que pour tout t € [0,1] on
a|fu(t) — f(t)] = 0. Or fo(t) = t™ tend vers 0 sit € [0,1] et vers 1 sit = 1. On en déduit
que nécessairement f(t) =0 sit € [0,1] et que f(1) =1 ce qui contredit la continuité de f.

Remarque 1.7. La convergence pour la norme || || est la convergence uniforme que vous
avez vu en L2.

Remarque 1.8. On peut rencontrer la situation ot une suite (u,), converge pour deux
normes || ||1 et || |2 mais vers des limites différentes !

Ce qui fait que dans ’exemple ci-dessus on a convergence pour une norme mais pas pour
Pautre vient du fait que ces deux normes ne sont pas équivalentes. La proposition ci-dessous
montre toute I'importance de la notion de normes équivalentes.
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Proposition 1.17. Soient || ||1 et || ||2 des normes équivalentes et (uy,), une suite. La suite
(up)n converge pour || ||y si et seulement si elle converge pour || ||2. La limite est alors la
meme.

Démonstration. Soient C,C" > 0 tels que C||z||; < ||z|l2 < C’||z||; pour tout z dans E.
Si ¢ € E on a donc, pour tout n,

0 < Cllun — €y < Jun = €ll2 < Cjun — €]l1,

ce qui prouve que |[u, — ||y — 0 si et seulement si ||u, — £|| — 0 par le Théoréme des
gendarmes. O

La proposition suivante est souvent trés utile pour montrer qu'un ensemble est fermé (ou
ouvert en passant au complémentaire).

Proposition 1.18. Soit (E,|| ||) un evn et F' C E. L’ensemble F' est fermé si et seulement
si pour toute suite (u,), € FV, silimu, = ( alors { € F.

Démonstration. On suppose d’abord que F' est un fermé. Soit (u,), une suite de F' et
¢ € E tels que u,, — £. On a donc,

Ve >0,dN €N, Vn > N, ||lu, — {|| <e. (1.4)

On veut montrer que ¢ € F'. On raisonne par 1’absurde. On suppose donc que ¢ ¢ F. Comme
F est fermé, F° est un ouvert et donc il existe r > 0 tel que B(¢,r) C F¢, i.e. B({,r)NF = (.
Or, en utilisant (1.4) avec € = r on a pour tout n > N, u, € B(¢,r). Comme u, € F cela
contredit B(¢,r) N F = .

Réciproquement, on raisonne par contraposition. Si F' n’est pas fermé, F'° n’est pas ouvert.
Il existe donc £ € F° tel que, pour tout r > 0, B({,r) ¢ F¢ i.e. B({,7) N F # (). On prend
r = 1/n. Il existe donc u, € B(¢,1/n) N F. On obtient donc une suite (u,), qui vérifie,
pour tout n, u, € B({, +) N F. Autrement dit (u,), est une suite d’éléments de F' telle que
|lun, — || < 1/n pour tout n, et donc qui converge vers £. On a donc construit une suite
d’éléments de F' qui converge mais dont la limite n’est pas dans F'. O

1.4 Ensembles compacts

On rappelle qu'une sous-suite, ou suite extraite, d’une suite (u), est une suite (uy(m))n
ol ¢ : N — N est strictement croissante et que si la suite (u,), converge vers ¢ alors toute
sous-suite de (u,), converge aussi vers ¢ (vous 'avez vu dans R, c’est identique dans les evn,
essayez de le prouver).

Exercice 1.10. On dit que ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (u,), s'il existe une
sous-suite de (u,), qui converge vers et on note A I'ensemble des valeurs d’adhérence de
(tn)n- On note aussi U, := {uy, k > n}. Montrer que A = NyenU,.
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Définition 1.19. Un ensemble K C E est dit compact si toute suite (uy,), d’éléments de
K admet une sous-suite qui converge dans K (i.e. la limite est aussi dans K ). Autrement
dit, quelle que soit (uy,), € K" il existe ¢ : N — N strictement croissante et £ € K tels que
li =/.
i sy = ¢

Comme pour les notions d’ouvert, fermé, etc. la notion d’ensemble compact dépend du
choix de la norme.

Exercice 1.11. Si || ||; et || ||2 sont équivalentes, montrer que K est compact pour || [|; si
et seulement si il est compact pour || ||

On rappelle qu'un ensemble A est borné s’il existe M > 0 tel que pour tout € A on a
||| < M, i.e. A est inclus dans une boule (de centre 0). Dans R", et plus généralement dans
tout espace vectoriel de dimension finie (pour n’importe quelle norme puisque celles-ci sont
toutes équivalentes en dimension finie), les ensembles compacts sont les ensembles fermés et
bornés (voir le cours “fonctions de plusieurs variables” de L2). Ce n’est pas forcément le cas
en général, voir I'Exemple 1.12, mais on a cependant

Proposition 1.20. St K C E est compact alors K est fermé et borné.

Démonstration. La preuve est la méme que dans R™. On montre d’abord que K est borné.
En effet sinon on pourrait construire une suite (u,), telle que ||u,|| > n pour tout n. En

particulier lim ||u,|| = 4o00. Par ailleurs, puisque K est compact, il existe ¢ strictement
n—0o0
croissante et £ € K tels que lim ug,) = €. On a alors, voir Exercice 1.9, lim |[ug@m|| = [|£]]
n—oo n—o0
ce qui contredit lim ||u,| = 4o0.
n—oo

Montrons maintenant que K est fermé. On utilise la Proposition 1.18. Soit (u,), une
suite de K qui converge vers £ € E. On veut montrer que £ € K. Comme K est compact, il
existe une sous-suite (uy(y))n qui converge et dont la limite est dans K. Par ailleurs, puisque
(tn)n converge vers ¢, la sous-suite (uy(y))n converge également vers ¢ et donc ¢ € K. O

Exemple 1.12. Soit E = R[X], si P(X) =Y ;X" on définit N(P) = max{|ao|,. .., |a,|}.

k=0
N définit bien une norme sur E (montrez le).

Soit K = B(0,1) la boule fermée de centre 0 et de rayon 1. K est fermé et borné.
On va montrer cependant que K n’est pas compact. Considérons la suite (P,), définie par
P,(X) = X™. Pour tout n on a P, € K, cependant on va montrer que cette suite n’admet
pas de sous-suite convergente en raisonnant par l’absurde. Supposons que P,y — Q) ot ¢

q
est strictement croissante et (Q € K. S1 Q) = Z ar X" 0w q est le degré de Q, alors pour tout

k=0
q

n>qonapn)>q, dnc Py, —Q = xem) _ Zaka et ainsi N(P,ymy — Q) > 1 ce qui
k=0
contredit Pymy — Q.

Proposition 1.21. Soit K un compact et F' C K un fermé, alors F' est compact.
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Démonstration. Soit (u,), une suite d’éléments de F'. On montre qu’elle posséde une
sous-suite convergeant dans F. Comme F C K, (u,), est une suite d’éléments de K qui est
compact donc elle posseéde une sous-suite (u,(n))n qui converge vers £ € K. La suite (Up(n))n
est une suite de F' qui converge, et comme F' est fermé sa limite ¢ est dans F. La suite (uy,),
posséde donc bien une sous-suite qui converge dans F. O

1.5 Suites de Cauchy - Espaces de Banach

Définition 1.22. Soit (E,|| ||) un evn et (u,), € EN. On dit que (u,), est une suite de
Cauchy si
Ve >0, ANeN, Vo,m >N |u, —uy| <e.

On sait que dans R" (et donc dans tout espace de dimension finie) une suite est de Cauchy
si et seulement si elle converge. En général on a toujours

Proposition 1.23. Si une suite converge alors elle est de Cauchy.

Exercice 1.12. Démontrer la Proposition.

Cependant la réciproque n’est plus forcément vraie.

Exemple 1.13. Soit E = C°([0,1]) muni de la norme ||f]|; = fol |f(z)|dz. On considére la

0 six < %
suite (fn)n>2 définie par f,(z) = < n(x — %) si % <z< %—I— % . On va vérifier que cette
1 siz>1+41

suite est de Cauchy mais ne converge pas.

e Pour tous n > m on calcule facilement || f, — fulli = 2 (2 — L) (faites un dessin!). Si
e >0, pour tousn,m >N =E(2)+1> 1 ona|f,— fulli <e et donc la suite est bien de
Cauchy.

e Supposons maintenant que (f,)n converge et notons f sa limite. Pour tout n on a

1/2 1/2
/ (@)l = / (@) = Ful@)dz < If = fuls =0,
0 0

ce qui prouve que f01/2 |f(z)|dz = 0. Comme la fonction |f| est positive et continue sur [0, %]
on en déduit que f est nulle sur [0, 3].
Soit % < a <1, pourn assez grand on a % + % < a et donc

[ 1@ =11z = [ 176 = fu@ias <15 = flls 0.

Comme la fonction |f — 1| est positive et continue sur [a,1] on en déduit que f(x) =1 pour
tout x € [a,1]. Ceci étant vrai pour tout a > 5 on a ainsi f(x) =1 six > 3.

Si (fn)n convergeait, sa limite f vaudrait 0 sur [0, %] et 1 sur ]%, 1] ce qui contredit sa
continuité.
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Définition 1.24. Un evn (E,|| ||) est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments de E
converge (dans E'!). On dit aussi que (E, || ||) est un espace de Banach.

Les espaces de Banach joueront un role important par la suite, voir le Chapitre 4.
Exemple 1.14. Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.

Exemple 1.15. L’espace E = C°([0,1]) muni de la norme ||f|lc = sup |f(x)| est complet.
z€[0,1]

Soit (fn)n une suite de Cauchy dans E, on montre qu’elle converge. Soit x € [0, 1], pour
tous n,m on a | fo(z) — f(@)] < || fo — finlloo €t on en déduit que la suite de nombres réels
(fu(x))n est de Cauchy (dans R!). Comme R est complet cette suite converge, on note f(x)
sa limite. On va montrer que la fonction f ainsi définie est dans E et que ||f, — fllo — 0.

Soit e > 0. Comme la suite (f,), est de Cauchy dans E il existe N € N tel que pour tous
n,m > N on ait || f, — fmllee < €. On a donc

Vn,m > N7 Vo € [07 1]7 |fn<x> - fm<x)| < an - meOO <Eé&.
En faisant tendre m vers linfini on en déduit que

Vn > N, Yz € [0,1], |fu(z) — f(2)| <&,

et donc || fr — flloo < € ce qui prouve que ||fr, — flloc — 0.

Il reste a montrer que f € E. Les fonctions f, sont continues et || fr,— f||cc — 0 signifie que
la suite de fonctions (f,)n converge uniformément vers f. Cette derniére est donc continue
(voir cours de L2 sur les suites de fonctions).

Comme le montrent les exemples ci-dessus, le fait pour un espace d’étre complet ou non
dépend aussi du choix de la norme. Cependant on a

Proposition 1.25. Soient || ||y et || ||2 deux normes équivalentes, alors (E, || ||1) est complet
si et seulement si (E, || ||2) est complet.

Démonstration. On montre quesi (E, || ||1) est complet alors (E, || ||2) aussi. La réciproque
s’obtient en inversant les roles de || ||; et || ||2. Soit donc (uy), une suite de Cauchy pour

| Iz, ie.
Ve >0, AN eN, Vnom > N ||u, — un|2 < e.

Puisque || [|; et || ||2 sont équivalentes il existe C, C" > 0 tels que pour tout z on ait C||z||; <
|z|l2 < C’||z||;. En particulier pour n,m > N on a |ju, — up|i < C7Hu, — tplls < C7le.
La suite (uy), est donc de Cauchy aussi pour || ||;. Comme (E, || ||1) est complet il existe
¢ € E tel que u,, — £ pour || ||;. Les normes || ||; et || ||2 sont équivalentes donc, Proposition
1.17, u,, — ¢ aussi pour || |2. O



Chapitre 2

Continuité dans les evn

Dans tout ce chapitre (F, || ||) désignera un espace vectoriel normé.

2.1 Fonctions continues

Définition 2.1. Soient (E, || ||g), (F,|| ||r) deuxr evn, A C E et f: A — F une application.
On dit que f est continue en xg € A si

Ve>0, 30 >0, Ve € A, |[z —xol|lg <0 = ||f(x) — f(xo)|lF <e.
La fonction f est dite continue sur A si f est continue en tout point xq € A.

Exercice 2.1. Montrer que f est continue en x si et seulement si pour toute suite (u,,), €
AN qui converge vers zy (dans A pour la norme || ||g) la suite (f(u,)), converge vers f(z)
(dans F' pour la norme || ||7).

Exercice 2.2. Soit (F,|| ||) un evn. Montrer que l'application x + ||z|| est continue de E
dans R.

Tout comme la notion de convergence des suites, la notion de continuité dépend des
normes choisies (dans F et dans F).

Exemple 2.1. Soit E = F = (*(N) = {u = (up)n | Y, [tun] < o00}. On note ||ul|, = Z ||

et ||u]|oo = sup |u,| (vérifier que ce sont des normes sur (*(N)). On considére ® : E — F
eN

définie par ®(u) = u?, i.e. l'image par ® de la suite (u,), est la suite (u2),,.

L’application ® est bien définie, i.e. siu € E alors ®(u) € F. En effet, puisque la série
> |un| converge la suite (uy), tend vers O et est donc bornée : il existe M > 0 tel que
[w,| < M pour tout n. On a alors |u| < M|u,| pour tout n et par comparaison des séries
termes positifs la série > |u?| converge.

On montre que ® est continue en 0 de (E,|| ||1) dans (F,| ||1) ainsi que de (E,|| ||c)
dans (F, || ||s), mais pas de (E, || |l) dans (F,|| ||1). On notera que ®(0) = 0.

e De (E,| |1) dans (F,|| ||1). On remarque que pour tout n on a |u,| < ||ull; et donc
()]l = 32 Junl* < 32 flulls X Jun| = [Julli. Soit e >0, on pose & = /e. Si||ully <6

alors on a bien || ®(u)||; < e.
15
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e De (E,| |lo) dans (F,|| ||oo), ¢’est le méme raisonnement que ci-dessus.
e De (E,| |lso) dans (F,|| |l1). Pour N € N, soit u™) la suite définie par uY) = J\}+1
sin < N et u) =0 sinon. On a |u™]s = = et donc u™ — 0 dans E.

N+l
Par contre ||®(u™)||; = |u£LN)\2 =1 et donc ®(u™) ne tend pas vers ®(0) dans
(Ey|| |]1)- La fonction ® n’est donc pas continue en 0.

On a les méme propriétés pour les fonctions continues sur des evn que dans R ou R".

Proposition 2.2. Soient AC E etz € A. Si f,g: A — F sont continues en x alors f + g
est continue en x.

Proposition 2.3. Soient AC E, x € A, f: A— F continue en x et g : F' — G continue
en f(x). Alors la fonction go f : A — G est continue en x.

Exercice 2.3. Démontrer ces deux propositions.

Proposition 2.4. Soit AC E et f: A— F. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. f est continue sur A,
2. Pour tout ouvert U de F, il existe un ouvert U' de E tel que f~Y(U) =U'N A,

Remarque 2.1. Si A = FE le résultat signifie que f est continue ssi l'image réciproque
d’un ouvert de F est un ouvert de E. Comparez cet énoncé avec la définition de fonction
mesurable.

Démonstration. Pour simplifier la présentation on fait la preuve dans le cas ou A = E.

Supposons f continue. Soit U un ouvert de F, on veut montrer que f~'(U) est un
ouvert de E. Soit donc zg € f~'(U), on cherche a montrer qu'il existe § > 0 tel que
B(xg,6) € f~1(U). Par définition on a f(zy) € U qui est ouvert donc il existe ¢ > 0 tel
que B(f(xg),e) C U. Comme f est continue, il existe § > 0 tel que si ||z — zo|| < J alors
| f(x) — f(zo)|| < &. Siz € B(xg,d) on a donc f(z) € B(f(xg),e) C U et donc x € f~1(U),
i.e. B(xo,d) C f~HU).

Réciproquement, supposons que 2. est vraie. Soit g € E et ¢ > 0. La boule B(f(zg),¢)
est un ouvert de F donc f~1(B(f(xg),€)) est un ouvert de E. Or zg € f~Y(B(f(xo),¢))
puisque f(zo) € B(f(z0),¢), donc il existe § > 0 tel que B(zg,d) C f~(B(f(z0),¢)), i.e.
si |z —xol| <dona f(x) € B(f(xo),e) et donc || f(z) — f(xo)| < e. Clest précisément la
définition de la continuité. O

Théoréme 2.5. Soit K C E un compact et f: K — F une fonction continue. Alors f(K)
est un compact de F'.

Démonstration. Soit (y,), une suite de f(K). Par définition, pour tout n il existe z, € K
tel que f(x,) = y,. La suite (x,), est dans K qui est compact donc elle admet une sous-suite
(Z4(n))n convergeant vers x € K. Comme f est continue, la suite f(Tym)) = Ypm) converge
vers f(x) € f(K). La suite (y,), posséde donc une sous-suite convergente dans f(K), ce qui
prouve que f(K) est compact. O

Le théoréeme important qui suit, et que vous avez déja rencontré dans R"™, découle du
précédent.
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Théoréme 2.6. Soit K C E un compact et f : K — R une fonction continue. Alors f
est bornée et atteint ses bornes, i.e. il existe x,,,xy € K tels que pour tout x € K on ait

f(ry) < fz) < floum).

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent 'ensemble f(K) est un compact de R et
donc en particulier est borné, i.e. la fonction f est bornée. On montre maintenant qu’elle
atteint ses bornes. On montre le résultat pour la borne supérieure, i.e. qu’il existe xy; € K

tel que M :=sup f(x) = f(xnm).
zeK

Soit donc M la borne supérieure de f(K). Il existe (y,), dans f(K) telle que y, — M.
Comme f(K) est compact il est fermé et donc, Proposition 1.18, M € f(K), i.e. il existe
xy € K tel que f(xp) = M. O

On rappelle également la notion de fonction uniformément continue

Définition 2.7. Soit AC E, f: A— F. On dit que f est uniformément continue sur A si
Ve>0, 36 >0, Vo,y € A, |lv—yllp <d = |f(2) - f(y)llr <e.
Dire que f est continue sur A s’écrit
Vye A, Ve>0,36>0,Vze A, |lv—yle<d = [flz) - f)lr <e.

La notion de continuité uniforme est plus forte que celle de continuité : on a interverti les
quantificateurs Yy € A et 30 > 0. Pour une fonction uniformément continue le § a partir
duquel || f(z) — f(y)||r < € est satisfait ne dépend pas du point y considéré.

1

Exemple 2.2. La fonction f:]0,1] — R définie par f(x) = — est continue mais n’est pas
T

uniformément continue. Prouvez-le.

Théoréme 2.8. Toute fonction définie et continue sur un compact K est uniformément
continue sur K.

Démonstration. On va raisonner par ’absurde. On suppose que f n’est pas uniformément
continue. On a donc

de >0,V >0,3r,y € K, ||z —yllg <det|fly)— fx)|lr>e.

Pour tout entier n > 1, on applique cela avec § = % On construit ainsi deux suites (), et
(yn)n d’€léments de K tels que ||z, — yallp < = et || f(zn) — f(yn)||F = € pour tout n.

Puisque K est compact, il existe ¢ strictement croissante et x € K tels que la suite
(% y(n))n converge vers . De plus, pour tout n,

et || f(2pm) = fWem)llF > €.

SRS

1
[T o) = Yem)ll2 < —= <
p(n) p(n) QO(TL)

La premiére inégalité montre que la suite (Zy(n) — Yp(n))n tend vers 0 et donc que ypm) — .
Puisque la fonction f est continue de E dans F' et que la fonction F' 3 z — ||z]|r € R lest
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aussi, la seconde inégalité entraine (voir I'Exercice 2.1) que ||f(z) — f(x)||r > &, ce qui est
absurde. a

On termine cette section en démontrant le Théoréme 1.3.

Démonstration. Soit F un espace de dimension finie. On note n sa dimension et on se
n

donne une base (ey,...,e,) de E. Pour z = inei on note ||z|| = max; |z;|. On montre
i=1

facilement que l'application x — ||z|| est une norme sur F (vérifiez le). On va montrer que

n’importe quelle norme N sur E est équivalente & || || (elles seront donc toutes équivalentes

deux & deux). Soit donc N une norme, on cherche C,C” > 0 tels que pour tout x € E on ait

Cllzll < N(z) < ']

Soit x € E, en utilisant 'inégalité triangulaire on a
N(z) =N (er> < N(wie) Z|xl|N &) < |lz| x ZN e).

n
En posant C" = Z N(e;) > 0 on a donc montré que pour tout z € E on avait N(z) < C’||z|.
i=1
On considére maintenant N comme application de (E, || ||) dans (R, | |). On montre que
N est continue. Soit xg € E, pour tout x € E on a

[N(z) = N(xo)| < N(z = z0) < C'lw — xo.

Etant donné ¢ > 0 si on pose § = 5 on a bien ||z — x¢|]| <0 = |N(x) — N(xp)| < € et
donc N est continue.

On pose K := {x € E | ||z|]]| = 1}. L’ensemble K est un fermé borné dans (E,| ||)
donc il est compact (dimension finie). La fonction N admet donc une borne inférieure C' sur
I’ensemble K et celle-ci est atteinte, i.e. il existe xqg € K tel que pour tout x € K on ait

C = N(zo) < N(z). Comme xy # 0 on a donc C' > 0. On va montrer que pour tout x € E
on a Cljz|| < N(x). C’est vrai pour x = 0. Soit donc z # 0, on a — € K donc

C<N <i> -l N@) — O] <Na).

2.2 Applications linéaires continues

Parmi toutes les applications d’un espace vectoriel £ dans un espace vectoriel F' il y
en a qui jouent un roéle important, ce sont les applications linéaires. Dans cette section on
s'intéresse aux applications linéaires continues d’'un evn dans un autre. Si E et F' sont deux
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espaces vectoriels, on notera L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E' dans F' (ou
plus simplement £(E) si E = F). C’est en fait un espace vectoriel.

La proposition suivante est souvent trés utile pour savoir si une application linéaire est
continue.

Proposition 2.9. Soient E et F deuz evn et f € L(E,F). Les assertions suivantes sont
équivalentes

1. f est continue sur F,

2. f est continue en 0,

3. f est bornée sur la boule unité fermée de E, i.e. {f(x) | v € E,||z||g < 1} est borné,
4. f est bornée sur la sphére unité de E, i.e. {f(x) | x € E, ||z||g = 1} est borné,

5. 1l existe C > 0 tel que, pour tout x € E, ||f(x)||r < C||z| .

Démonstration. 1. = 2. est évident. On suppose maintenant que f est continue en 0. Soit
x € E et (x,), telle que x,, - x. On a z, —x — 0 et comme f est continue en 0 on a
f(z, —2x) = f(0) =0 (f est linéaire). Comme f(x, — ) = f(z,) — f(x) on en déduit que
f(zn) — f(x) et donc f est continue en x. On a donc aussi 2. = 1.

On montre maintenant que 2. = 3. = 4. = 5. = 2.

2. = 3. On applique la définition de la continuité en 0 avec ¢ = 1. Il existe § > 0
tel que ||zllp < & = | f(z)|r < 1. Soit € E tel que ||z||p < 1. On a alors y = 3z
vérifie [|yl|p < & < & donc ||f(y)||r < 1. Comme [ est linéaire on a f(y) = 2f(z) et donc
1fW)llr =3]1f()|lr <1dou|f(z)|r < 2 pour tout  dans la boule unité.

3. = 4. Comme la sphére unité est incluse dans la boule unité le résultat est immeédiat.

4. = 5. f est bornée sur la sphére unité, soit donc C tel que ||f(z)||r < C pour tout

x € E tel que ||z||g = 1. Soit z € E. Si x =0 alors || f(2)||r < C|lz||g est évident. Si x # 0,
T

——— est de norme 1 donc
(EA(F>

T 1
()| e = prlf@lesc = 1@l Clle,
lzlle /[ z]|
5. = 2. est immédiat avec le théoréme des gendarmes. a

L’ensemble des applications linéaires continues forme un sous-espace vectoriel de L(E, F')
que l'on notera L.(E, F') ou L(E, F). Lorsque E = F on notera simplement L.(E) ou L(F).
Bien que la notation ne 'indique pas, on fera bien attention au fait que L(E, F') ne dépend
pas que de E et F mais aussi des normes || ||g et || ||F choisies sur ces espaces.

Remarque 2.2. Les caractérisations 3. et 4. font qu’on parle aussi d’application linéaire
bornée au lieu d’application linéaire continue. Attention cela ne signifie pas qu’une application
linéaire continue est bornée sur tout E, mais uniquement sur la boule (ou la sphére) unité
de E. Ezercice : déterminez toutes les applications linéaires de EE dans F bornées sur E.
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Exemple 2.3. On considére E = F = R[X] munis de la norme suivante : si P(X) =

Zaka, | P|| = max{|ag|,...,|an|}. Soit f: R[X] — R[X] définie par f(P)(X) = XP(X).
k=0
f est bien une application linéaire. Si P(X ZakX alors f(P Za XH =
n+1
Zak_le. On a donc || f(P)|| = ||P|| et la propriété 5. ci-dessus est vraie. Donc f est
k=1

continue (pour la norme choisie).

Soit g : R[X] — R[X] définie par g(P) = P'. g est bien une application linéaire. Pour
tout entier n, soit P,(X) = X™. On a ||B,|| = 1 tandis que g(P,)(X) = nX""! et donc
lg(Py)|| = n. L’application g n’est pas bornée sur la sphére unité, elle n’est donc pas continue
(pour la norme choisie).

Exercice 2.4. Sur R[X], si P(X) = Zaka, on définit || P|| = Z lag| x k!. Montrer que
k=0 k=0
cela définit bien une norme et que g : P — P’ est continue de (R[X], || ||) dans (R[X], || |-

Attention !! Cette caractérisation de la continuité ne s’applique qu’aux applications linéaires.

Exercice 2.5. Soit £ = R muni de la valeur absolue, f : R — R définie par f(x) = /|| et
g : R — R définie par g(z) =z si z € [—1,1] et g(x) = 0 sinon. Vérifier que f est continue
mais ne vérifie pas 5. et que g vérifie 3., 4. et 5. mais n’est pas continue.

Lorsqu’on est en dimension finie la situation est plus simple : la continuité des applications
linéaires est en fait automatique.

Proposition 2.10. Soient (E, || ||g) et (F,|| ||r) deuz evn. Si E est de dimension finie alors

toute application linéaire de E dans F' est continue.

Démonstration. Soit f: F — F une application linéaire et (ey,...,e,) une base de E. Si
n

x = inei alors ||z|| = max |z;| définit une norme sur F, et puisque E est de dimension

finie ;Tlle est équivalente a || || . Soit ¢ > 0 tel que ||z|| < ¢||z||g pour tout x € E. On a alors

1 ()]l < lelef ei)llr < |l Z [f(ellr < Cllzlle

n
avec C 1= CZ | f(ei)|| 7, ce qui prouve que f est continue. O
i=1

Proposition 2.11. Soit f € L(E, F'), alors on a

I1f(@)]|r
sup  |[f(@)lrp=sup |f(z)|r= sup .
2€E, |lal| p=1 v€F, |l2]| p<1 vemazo ||olle
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Ces quantités sont finies si et seulement si f est continue et on note alors ||| f||L(z,F), ou
simplement ||| f||| sl n’y a pas d’ambiguité, leur valeur commune.

Attention !! Bien qu’on ne I'indique pas explicitement pour ne pas trop alourdir la notation,
on fera bien attention au fait que la quantité ||| f|||r(z ) dépend des normes choisies sur les
espaces F et F' (voir 'Exemple 2.4 et I'Exercice 2.7).

Démonstration. Le fait que ces quantités soient finies si et seulement si f est continue est
exactement le contenu de la Proposition 2.9. On montre maintenant qu’elles sont égales. On
va montrer les inégalités suivantes

1) (3)
s If@lr £ swp I@le 2 sup DI L G 1@,

Tz€FE, zel, zel, H H AN
llzllz=1 lzllz<1 70 llzllz=1

ce qui prouvera le résultat.

(Onafz € B, |lz|p =1} C{z € B, [|lz|lz < 1} et donc sup [|f(z)[r < s prf(Nn
S

)
Izl z=1 H$||E<1

(2) Siz =0on a f(x) =0 et donc || f(z)||r < sup ||J|C|( H)HF Si ||z|lp < 1 etz # 0 alors
z€eE,
z#0

@l

et donc ||f( )HF || ||

Tl
@le _ W@l

sup [|f(@)[[r < sup
2€E, veb, |zl = sem, |zlle
2]l <1 lll p<1 240

(3) Si x € F est non nul on a

If(=)llr x
= ||f < sup |[f(z)]r,
lzlls lelz/llp — ack,
lzllp=1
et donc sup ————— I/ @)l < sup |[f(2)|F- O
zelE, ||x||E zeFE,
z#0 zll =1
Remarque 2.3. Lidentité | = sup ”J|C’< ”)” montre que pour tout x € E on a l’inégalité
”ii%
1f@)le < A % [l]le, (2.1)

et que |||f]]] est la plus petite constante C' vérifiant || f(z)||r < C|lz||g pour tout x € E.

Proposition 2.12. L’application f — |||f||| définit une norme sur L(E, F).
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Exercice 2.6. Démontrer la proposition.

n

Exemple 2.4. Soit E = F = R" munis de la norme ||z||, = Z |z;|. Si f € L(R™) on note
i=1

A = (aij)ij la matrice associée dans la base canonique. On sait que f est continue (on est

n
en dimension finie), et on cherche a calculer sa norme. Soit v € E, alors (f(z)); = Z a;;T;
=1

et donc

n

F @)=

=1

n n n n n
;| < aglle| = <|l’j| x> |%‘|) < max (Z |%‘|> X |zl
i=1 =1

ig=1 j=1

J=1

On en déduit que |||f]|| < max; > " |a;].

Pour montrer que ||| f||| = max; 1", |aij|, i suffit de trouver un vecteur x tel que toutes
les inégalités ci-dessus soient des égalités. Soit jo tel que Y .| |aij,| = max; Y 1" |ai;], on
prend x tel que x; = 0, i.e. ©; =1 sii = jo et 0 sinon. On a alors ||z||y =1 et f(z); = ayy,
pour tout i d’ot || f(x)[ly = 327, ag,| = max; 31, |ay| et donc ||| f][] = max; 321, |as;).

Exercice 2.7. Méme situation que dans I’exemple ci-dessus mais on munit cette fois R™ de
la norme ||z||o = max |z;|. Montrer que ||| f]|| = max; 37, |ag;].
i=1,...,n

En plus de l'inégalité triangulaire, la norme f — ||| f]|| vérifie une autre propriété tres
utile et reliée a la composition.

Proposition 2.13. Soient (E, || ||g), (F\| ||lr) et (G,] ||c) trois evn, f € L(E,F) et g €
L(F,G), alors go f € L(E,G) et||lgo flllc) < I ler) < MglllLre)-

Démonstration. g o f est la composée d’applications linéaires continues donc est elle
méme linéaire continue. Il reste juste & montrer 'inégalité entre les normes. Soit x € E/, on a

1f@)l7 < [IlfIlleer 2]z Par ailleurs, pour tout y € Fon a [|g(y)lle < [llglllcrellyllF,
donc en particulier

lg o (@)l < Mgl lf @)l < lglllca Il FlllLe.mnllzle.

Comme |||g o f|||r(e,c) est la plus petite constante C' vérifiant ||g o f(z)|¢ < Cljz||g pour
tout = € E on a bien ||[g o fll|rze) < Ilfllle.r) % lllglllLre)- =

Corollaire 2.14. Si (E,|| ||) est un evn alors pour tout f € L(E) et pour tout n € N on a
£ oo £ <TIAIN"
——
n fois

Remarque 2.4. Si (E,|| ||) est un evn, L(E) muni de ||| ||| est un evn mais on a aussi
une autre loi interne, la composition o. Une norme N sur L(E) qui vérifie N(go f) <
N(f)N(g) pourtous f,g € L(E) est appelée norme d’algébre. La proposition ci-dessus montre
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que la norme ||| ||| est une telle norme. Il peut parfois étre utile d’avoir cette propriété
supplémentaire. En particulier, si l’espace sur lequel on travaille est M,(R), on a de telles
normes (a priori une pour chacun des choiz de normes sur R™, voir Exemple 2./ et Exercice
2.7) et comme par ailleurs on est dimension finie toutes les normes sont équivalentes, donc
on aura tout intérét a choisir une telle norme.

On termine cette section avec une caractérisation des applications bilinéaires continues
que l'on retrouvera dans le chapitre suivant. On rappelle que

Définition 2.15. Soient E1, Es5, F' des espaces vectoriels. Une application f: Fy X Fy — F
est dite bilinéaire si pour tous x1 € Ey et x9 € Fy les applications Fy 3 ys — f(x1,y2) € F
et By 2 y1 — f(y1,x2) € F sont linéaires.

Si Ey et Ey sont des evn on rappelle (voir Section 1.1) que l'application
E = Ey X Ey 5 (x1,22) = [[(21, 22) || 5 := max{||21[| g, , |2l 2, }

définit une norme sur E; x F,. On a alors la caractérisation suivante des applications bili-
néaires qui est le pendant de la Proposition 2.9 pour les applications linéaires.

Proposition 2.16. Soient F, Es et F' des evn et f une application bilinéaire de E = E1 X Ey
dans F'. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est continue sur F,

2. f est continue en 0,

3. f est bornée sur la boule unité fermée de E, i.e. {f(z) | x € E,||z||g < 1} est borné,
4. f est bornée sur la sphére unité de E, i.e. {f(x) | x € E, ||z||g = 1} est borné,

5. 1l existe C > 0 tel que, pour tout © = (x1,22) € E, ||f(2)||r < Cll21]|B, X ||22]| B, -

Démonstration. On montre que 1. = 2. = 3. = 4. = 5. = 1. Les implications 1. = 2.
et 3. = 4. sont immédiates.

2. = 3. On procéde comme pour la Proposition 2.9. On applique la définition de la
continuité en 0 avec € = 1. Il existe § > 0 tel que ||z||p <6 = ||f(2)||r < 1. Soit z € £
tel que [|z[|z < 1. On a alors y = Sz vérifie ||y||p < £ < 6 donc || f(y)||r < 1. Comme f est
bilinéaire on a f(y) = ($)” f(x) et donc || f(y)llr = ()* 1f(@)]|r < 1 dou | f@)]r < (2)°
pour tout x dans la boule unité.

4. = 5. f est bornée sur la sphére unité, soit donc C' tel que || f(z)||r < C pour tout z € £
tel que ||z||g = 1. Soit © = (x1,22) € E. S’il existe i tel que x; = 0 on a f(z) = 0 et donc
T T

| f(@)||Fr < Cllz1]|g, X || 72| E, est vrai. Sinon, soit y := < ) Par construction

ly|llz = 1 donc ||f(y)||r < C. Or

121l " 12l 2,

fly) = ! f(),

|z1]lz, X [|22]| &,

et donc || f(z)||r < Cllz1]lz, % |22 £, -



24 CHAPITRE 2. CONTINUITE DANS LES EVN

5. = 1. Soit # = (v1,25) € E et (z®), € EN telle que 2¥) — 2, on montre que
F(x®) = f(x). On notera z® = (z ). En utilisant la bilinéarité de f on écrit

f@®) = f@) = f@f =) + flor, e — ).
En utilisant 'inégalité triangulaire puis 5. on en déduit que

1£(@®) = f@)lr < F@ = 2,28+ 1] F 28 — 29|

k k k
< Cat — 2|l g |28 gy + Cllaa ||z |28 — 2 -

Dans chaque Ej; la norme est continue (voir Exercice 2.2) donc dans le membre de droite

12571, tend (lorsque k — 00) vers [l g, tandis que |2 — 21 [g, et 28" — 22 /p, tendent
vers 0, et donc || f(z®) — f(z)||r — 0. H

Proposition 2.17. Soit f une application bilinéaire continue de Ey X FEy dans F. Alors

f(x)||F

sup  ||[f(@)|lp= sup ||f(z)||p= sup 1/ ()] '

z€E, ||z|| p=1 z€E, ||z g<1 z:(;ldw);g H.T1HE1 X H;C2HE2
1 ,T2

On note ||| f]|| cette valeur. L’application f ||| f||| définit une norme sur l’espace vectoriel
des applications bilinéaires continues de E; x Ey dans F.
Exercice 2.8. Démontrer la proposition ci-dessus.

On peut généraliser facilement aux applications multi-linéaires. On rappelle
Définition 2.18. Soient E1, ..., E,, F des espaces vectoriels. Une application f : EF1 X -+ X
E, — F est dite n—linéaire si pour tout i = 1,...,n et tout (x1,...,Ti1,Tit1,...,Tp) €

Ey X X E;i 1 X Egyq X -+ X B, Uapplication f; : E; — F définie par fi(x;) = f(x1,...,2,)
est linéaire.

Si Ei, ..., E, sont des evn on rappelle également (voir Section 1.1) que I'application
E=FE x---xE,>(x1,...,2,) = |[(x1, ..., 2)||g := max{||z1]| g, - - -, ||zl &, }
définit une norme sur £ X --- X E,. On a alors
Proposition 2.19. Soient Ey, ..., E, et F des evn et f une application n—linéaire de E =
Ey x--- X E, dans F. Les assertions sutvantes sont équivalentes
1. f est continue sur F,
. [ est continue en 0,
. f est bornée sur la boule unité fermée de E, i.e. {f(x) | v € E, ||z||g < 1} est borné,

2
3
4. f est bornée sur la sphére unité de E, i.e. {f(z) | x € E, ||z||p = 1} est borné,
5. Il existe C' > 0 tel que pour tout x = (xq,...,x,) € E,

1f @)l < Cllzalley < - X |[zal 2,



Chapitre 3
Différentiabilité

Dans tout le chapitre f sera une fonction définie sur un ouvert U d’un evn (E,|| ||g) et &
valeurs dans un evn (F, || ||F).

3.1 Fonctions différentiables - Différentielle

Définition 3.1. Soit f: U — F et xg € U. On dit que f est différentiable en xy sl existe
L e L(E,F) telle que

Ve >0, 30 >0, Vhe E, ||hlle <d = | f(xzo+h)— f(xo) — L(R)||F < e||h] e

De fagon équivalente, f est différentiable en xq s’il existe L € L(E, F) telle que

(f(zo+ h) = f(x0) — L(h)) = 0, (3.1)

lim ——
w0z [l
ou encore telle que f(xg+ h) = f(zo) + L(h) + o(h).

Remarque 3.1. Puisque xg € U et que U est ouvert, la fonction h — f(xg+ h) est bien
définie sur un voisinage de 0, i.e. si ||h||g est assez petite.

Proposition 3.2. Soit f : U — F et xqg € U. St [ est différentiable en xy alors ’application
L est unique. Elle est appelée différentielle de f en xq et est notée D f(x), ou encore df(xq),
dfz, ou Dfy,.

Démonstration. Soient L, Ly dans L(E, F') telles que

(f(zo + h) — f(x0) — L1(h)) = lim

lim —— —
h—0g ||h|| g h=0z [|h]| g

(f(zo +h) — f(zo) — La(h)) = 0.

1
Par différence on a donc lim ———(Ly(h) — La(h)) = 0. Soit x € E non nul, on a x, :=

h—0g ||h||E
%x — 0 lorsque n — oo et donc
1 1 n—o0
T (La(2) = La(2)) = 57— (L1 (20) — La (20)) — 0,
]l [0l

25
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i.e. Ll(l’) = LQ(.Z‘) (]

Attention !! La notion de différentiabilité, et de différentielle, fait intervenir la notion de
limite. Tout comme pour la continuité elle dépend donc du choix des normes sur E et sur
F'! Lorsqu’il peut y avoir ambiguité sur le choix de celle(s)-ci on précisera bien pour quelle
norme la fonction est différentiable.

Définition 3.3. Soit f : U — F. On dit que [ est différentiable sur U si f est différentiable
U — L(E,F)

en tout x € U. On appelle alors différentielle de f 'application D f : — Df(x)

Lorsque f est différentiable, en chaque point xy € U la différentielle D f(xq) de f en z est une
application linéaire de E dans F' (f est elle définie sur un ouvert U C F a valeurs dans F), et
la différentielle de f est 'application définie sur U qui & xg € U associe D f(zg) € L(E, F).
On fera également bien attention au fait que dans la définition de différentiable on impose
a l'application linéaire L d’étre continue!! La raison est simplement qu’on souhaite avoir le
résultat suivant.

Proposition 3.4. Soit f : U — F et xy € U. Si [ est différentiable en xy alors [ est
continue en xy.

Démonstration. Par définition on a f(zg+ h) = f(xo) + D f(x)(h) + o(h) et le résultat
découle de la continuité de D f(x). O

Sion avait f(zo+h) = f(xo)+L(h)+o(h) avec L linéaire mais pas continue, en particulier
L ne serait pas continue en 0 et donc f ne serait pas continue en xy. Si E est de dimension
finie on a vu, Proposition 2.10, que toutes les applications linéaires de E dans F' étaient
continues, et cela simplifie I’étude de la différentiabilité.

Lorsque E = R, resp. R", et F' = R on retrouve évidemment les notions de fonctions
dérivables, resp. différentiables, telles que vue en L1-L.2. (Dans ces deux cas on est en dimen-
sion finie donc toutes les normes sont équivalentes et toutes les applications linéaires sont
continues. )

e Si £ = F =R, tout élément L € L(E,F) est de la forme z — ¢z ou ¢ € R. La
fonction f est donc différentiable en zq s’il existe £ € R tel que
f(xo +h) = f(xo)

.1 .
}lgr(l)m(f(xwrh)—f(ﬂfo)—ﬁh)—o < lim Y =1,

ce qui est précisément la définition de dérivable en zy. On fera juste attention au fait
que ¢ = f'(xo) est le nombre dérivé de f en xy tandis que Df(xy) € L(R,R) est
I'application h — f'(z)h.
Plus généralement, si f : [ — F ou [ est un intervalle de R, on dit que f est dérivable
. flxo+h) = f(xo)
en xo si lim
h—0 h

que f est différentiable en xg si et seulement si elle y est dérivable et dans ce cas
Df(xg) :R> hw— f'(xg)h € F.

=: f'(z9) € F existe. Et on vérifie comme ci-dessus
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o [/ =R"et ' =R. Vous avez vu en L2 la définition suivante de fonction différentiable :

f est différentiable en a = (ay,...,a,) si toutes les dérivées partielles de f au
point a existent et si, en notant h = (hy, ..., h,),

o1 " Of

}lllg(l)m <f(a+ h) — fla) — ; 8%(@)}%) =

Si f vérifie la propriété ci-dessus, alors elle est différentiable au sens de la Définition 3.1

avec L(h) := gf

=1
3.1, en prenant h = (0,...,0,h;,0,...,0) on en déduit d’abord que f admet une

of .
2 (a) = DI(@)e) on
e, = (0,...,0,1,0,...,0). Comme Df( ) est linéaire on en déduit que pour tout

h = (hi,...,h,) on a Df(a)

(a)h;. Inversement, si f est différentiable au sens de la Définition

dérivée partielle par rapport a la i—éme variable en a, avec

a)h; puis que
a b q

ﬁ (f(a+ h) — fla) — Z af, (a)h,) Hfle (fla+h) — f(a) — Df(a)(h)) =3 0.

Dans R” le calcul des dérivées partielles nous donne le candidat pour la différentielle si f est
différentiable. Pour un espace E général la Définition 3.1 semble difficile & appliquer puis-
qu’il faut trouver une application linéaire continue L qui satisfasse (3.1). La notion suivante
généralise celle de dérivée partielle et sera utile dans la pratique pour trouver I'application
linéaire L candidate a étre la différentielle (voir Exemple 3.1).

Définition 3.5. Soit f : U — F, xg € U etv € E, v # 0. On dit que f est dérivable en
xo dans la direction v si la fonction d’une variable réelle f, : t — f(zo+tv) € F, définie au
voisinage de 0, est dérivable en 0. Le vecteur f)(0) s’appelle la dérivée de f en xy dans la
direction v.

Remarque 3.2. Si E =R", FF =R et (ey,...,e,) désigne la base canonique de R™, dire
que f est dérivable en xo dans la direction e; n’est rien d’autre que dire que f admet une
dérivée partielle par rapport a la i—eéme variable en xg.

Proposition 3.6. Si f : U — F, xq € U et f est différentiable en xqy, alors f est dérivable
en xo dans n’importe quelle direction v et on a f)(0) = D f(xq)(v).

Démonstration. Puisque f est différentiable en zy, pour ¢ assez petit on a

f(xo +tv) = f(zo) + D f(x0)(tv) + otv) = f(z0) +tDf(x0)(v) + o)
fv(t) - fv(o)
t

t—0

= Df(wo)(v) + 0o(1) — D f(wo)(v). O

et donc

Attention !! La réciproque est fausse. Une fonction peut étre dérivable en un point xy dans
toutes les directions sans étre différentiable.
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Exercice 3.1. Soit f : R* — R définie par f(z,y) = % six #0et f(0,y) = 0. Montrer que
f est dérivable en (0,0) dans toutes les directions mais qu’elle n’y est pas différentiable.

Remarque 3.3. Si E = R il n’y a essentiellement qu’une seule direction possible (a mul-
tiplication par un scalaire pres) et par abus de langage on parlera parfois de fonction déri-
vable au lieu de différentiable. Par ailleurs, on a alors Df(xo)(h) = f'(zo)h ot f'(xq) :=
o S) — )

T—x0 T — 1‘0

Dans la pratique, pour voir si une fonction est différentiable en xq et calculer D f(xy) on
pourra suivre le schéma suivant :

1. Etant donné h € E \ {0}, montrer que f est dérivable dans la direction h en o, i.e.
11.(0) existe. (Si f est différentiable elle doit étre dérivable dans toutes les directions.)

2. Montrer que l'application L : h — f;(0) est linéaire continue. (Si f est différentiable
on doit avoir f;(0) = D f(zo)(h).)

3. Montrer que f(zo+ h) — f(xo) — L(h) = o(h).

Exemple 3.1. Soit f : M,(R) > M — M? € M,(R). On veut montrer que f est différen-
tiable sur M, (R) et calculer Df(M). On est en dimension finie donc toutes les normes sont
équivalentes et la différentiabilité de f ne dépendra pas de la norme choisie. Afin d’avoir
le mazimum de propriétés on munit M, (R) d’une norme d’application linéaire (on parlera
aussi de norme matricielle), par ezemple | M| = max; Y .| |my;| (c’est la norme applica-
tion linéaire associée a la norme || |1 sur R", c¢f Ezemple 2./). L’avantage de choisir une
norme de ce type est qu’en plus de linégalité triangulaire on a aussi la propriété de norme
d’algebre : si M, N € M,(R) on a ||[MN| < | M| x |[|[N||. Soit M € M,(R), pour étudier la
différentiabilité de f en M on va suivre le schéma proposé ci-dessus.

1. Soit H € M,(R), on étudie la dérivabilité en t =0 de fy(t) = (M + tH)?. On a

t—0

1 1
(fu(t)=fu(0)) = Z(M2+tMH+tHM+t2H2—M2) — MH+HM+tH* =5 MH+HM.

2. Soit L : M,(R) — M, (R) définie par L(H) = M H + HM. On vérifie facilement que
L est une application linéaire. Par ailleurs M,(R) est de dimension finie donc L est
continue.

3. On regarde si f(M + H) — f(M)— L(H) =0(H). On a
1
IH]|

HZ” ||H||2 H—0
M+ H)Y? — M? - L(H ——H < = ||H|| — 0.

On wvoit sur ce dernier calcul l'avantage d’avoir utilisé une norme d’application li-
néaire.

En conclusion, [ est différentiable en M et Df(M): Hw— MH + HM.

On a bien sir les propriétés usuelles de somme et de composition pour les fonctions différen-
tiables sur des evn quelconques.
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Proposition 3.7. Soient f,g: U — F et xo € U. Si f et g sont différentiables en xy alors
[+ g aussi et on a D(f + g)(z0) = Df(x0) + Dg(xo).

Exercice 3.2. Démontrer la proposition.

Proposition 3.8. Soient U C E, V C F des ouverts, f : U — F telle que f(U) C V,
g:V = GetaxygeU. Sif estdifférentiable en xo et g est différentiable en f(xq). Alors la
fonction go f : U — G est différentiable en xq et on a D(go f)(xo) = Dg(f(xo)) o Df(xo).

Démonstration. Les applications linéaires D f(zg) : E — F et Dg(f(xo)) : F — G sont
continues donc l'application linéaire Dg(f(xo)) o Df(xo) : E — G aussi. Il suffit donc de
montrer que

(9o f)(wo+h) = (g0 f)(zo) — (Dg(f(wo)) o Df(x0))(h) = o(h).

Puisque f est différentiable en zg on a b’ := f(zo+h) — f(zo) = Df(x0)(h) + ||h]|e1(h) avec
e1(h) — 0 lorsque A — 0. On notera que

1K1 < MRICIDf (@o)lll + llen (M), (3:2)

et en particulier A’ — 0 lorsque h — 0.
Par ailleurs g est différentiable en f(x) donc

(go f)lwo+h) = g(f(wo) + 1)

= 9(f(x0)) + Dg(f(z0))(I') + [|W[le2(R)

= (g0 f)(@o) + (Dg(f(x0)) o Df(x0))(h) + [IAl Dg(f (o)) (e1(R)) + [[I'[|e2(R").
Il reste donc a montrer que ||h||Dg(f(xo))(e1(h))+]||R ||e2(h') = o(h). On a, en utilisant (3.2),

1[I Dg(f (x0))(e1(h)) + |7/ [le2(A")]|
7]

< [1Dg(f @o)ll|-les (W I+NDf (o)l [+ Ie2(R) D22 (R

Puisque €; et g5 tendent vers 0 en 0 et que A’ — 0 lorsque A — 0, le membre de droite tend
vers 0 ce qui prouve le résultat. O

Remarque 3.4. 5t E = ' = G =R dire que [ et g sont différentiables est équivalent a dire
qu’elles sont dérivables et on a alors D f(xo)(h) = f'(xzo)h et Dg(f(zo))(k) = ¢'(f(z0))k. On
a donc Dg(f(zo))oDf(xo)(h) = ¢'(f(x0))f'(xo)h. Le résultat de la Proposition 3.8 se traduit
ainsi par : g o f est différentiable, donc dérivable, et D(g o f)(xo)(h) = ¢ (f(x0))f (x0)h,
autrement dit (go f) (xo) = ¢'(f(x0)) f (x0). On retrouve bien la formule que vous connaissez
pour la dérivée de fonctions composées.

Remarque 3.5. Si E = R on a Df(x¢)(h) = hf'(zo) et donc D(go f)(xg) : R > h —
Dg(f(w0)) (hf'(x0)) = hDg(f(x0))(f'(x0)) € G.

Corollaire 3.9. Soient U C E, V C F des ouwverts et f : U — V bijective. Si f est
différentiable en xy et f~' est différentiable en f(xo) alors Df(xq) est bijective et on a

Df(f(x0)) = (Df(wo)) "
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Démonstration. Puisque f est bijective on a f~' o f = idy et fo f~! = idy. Comme
f et f~1 sont différentiables on peut appliquer la Proposition 3.8. Par ailleurs, on montre
facilement que les applications idy; et 1dy sont différentiables de différentielles respectivement
idg et idp (voir la Proposition 3.10 ci-dessous). On en déduit que

Df ' (f(xo)) o Df(x0) =idp et Df(xo) o Df ' (f(x0)) = idp,

ce qui prouve que D f(zg) est bijective d’inverse D f~1(f(xo)). O
On termine cette section avec quelques cas particuliers de différentiabilité.

1. Applications linéaires.

Proposition 3.10. Si f € L(E, F) alors f est différentiable sur E et pour tout x € E on a
Df(z) = f.

Démonstration. Puisque f € L(E, F) il suffit de montrer que pour tout = on a f(z +
h) — f(x) — f(h) = o(h) lorsque h — 0. C’est immédiat puisque f est linéaire et donc
f(x+h) = f(z) = f(h) = 0. O

Remarque 3.6. On reprend le cas E = F = R. f € L(R) si et seulement si il existe
a € R telle que f(x) = ax. Cette fonction est bien sur dérivable, donc différentiable, et on a

f'(x) = a, autrement dit Df(x)(h) = f'(x)h = ah = f(h) pour tout h € R, i.e. Df(z) = f.

Exercice 3.3. Soit f : M,(R) 2 M — Tr(M?) € R. Montrer que f est différentiable sur
M, (R) et que pour tout M ona Df(M): H— 2Tr(MH).

2. Applications bilinéaires.

Proposition 3.11. Soit f une application bilinéaire continue de E = FEy x Fy dans F.
Alors f est différentiable et pour tout x = (x1,22) € E on a Df(x) : E > h = (hy,hs) —
f(x1, ha) + f(h, 22).

Démonstration. Soit x = (21,22) € E. On vérifie facilement que L(hy, ho) := f(x1, he) +
f(hi1,z2) est linéaire continue sur . En utilisant la bilinéarité de f on a par ailleurs

f(xl =+ hl, i) -+ h2) = f(l‘l, .CEQ) + L(hl, hg) + f(hl, hg)
Comme f est bilinéaire continue, d’aprés la Proposition 2.16 il existe C' > 0 tel que
1f (1, ha)lle < Cliballg1hall iz, < CllRIE
et donc f(hy, he) = o(h). O

3. Applications a valeurs dans un espace produit.

Proposition 3.12. Soient E, Fy, ..., F, des evn, U un ouvert de E et f : U 3 x — f(z) =
(fi(x),.... fplx)) € Fy x -+ x F, = F. Alors f est différentiable en xo si et seulement si
toutes les f; sont différentiables en xq et on a Df(xo)(h) = (D fi(zo)(h),. .., Dfy(xo)(h)).
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Lorsque £ = R" et F} = --- = F, = R, autrement dit si f = (fl,...,fp) R DU — RP,
0 fZ
1 tout h = (hy,...,h,) € R"et 1 = 1,..., Dfi(x
alors pour tou (hi,..., hy) et i p on a Df;( Za%
La différentielle D f(x) est une application linéaire de R™ dans R? et sa matrice dans les

of,
bases canoniques de R" et R? est donc la matrice J f(z) = ( afl (x)) appelée matrice
J 1<i,j<n

jacobienne de f au point x.

3.2 Les accroissements finis

On rappelle le Théoréme des accroissements finis pour les fonctions de R dans R.

Théoréme 3.13. Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|. Alors il eziste

¢ €la,b] tel que f(b) — f(a) = f(c)(b— a).
L’inégalité des accroissements finis en découle alors directement

Théoréme 3.14. Soit I un intervalle et f : I — R dérivable. Alors pour tous a,b € I on a

[f(b) = fla)] < S;él;!f’(x)l x [b—a.

Ces théoremes sont fondamentaux dans I’étude des fonctions d’une variable. Par exemple,
le fait qu'une fonction dont la dérivée est nulle, resp. positive/négative, sur un intervalle
soit constante, resp. croissante/décroissante, en est une conséquence. Il est donc naturel de
se demander ce que deviennent ces théorémes pour des fonctions d’un evn dans un evn.
Commencons par un exemple.

Exemple 3.2. Soit f : [0,27] — C définie par f(t) = €. La fonction f est différentiable
et on a Df(t)(h) = ie"h d’ou |||Df(t)||| = 1 pour tout t. On peut vérifier qu’on a bien
|f(t) = f(s)] <t—s pour tous 0 < s <t <27 el donc l'inégalité des accroissements finis est
bien vérifice.

Par contre le Théoréme des accroissements finis n’est plus vrai! En effet, f(2m)— f(0) =0
mais pour tout t € [0,27] on a Df(t)(27) = 2ime™ # 0.

On va voir que 'inégalité des accroissements finis reste vraie dans tout evn. On traite d’abord
le cas particulier ou £ = R.

Théoréme 3.15. Soit I C R un intervalle et f : I — F une fonction différentiable, alors
pour tous a,b € I on a ||f(b) — f(a)|| < sup|[|Df(z)[|| x (b—a).
zel

Démonstration. Contrairement au cas des fonctions de R dans R on n’a pas le théoréme
des accroissements finis & disposition et la preuve est donc un peu plus compliquée.
On va montrer que pour tout M € R tel que M > sup ||Df(z)|| on a || f(b) — f(a)] <
el

M (b — a). On obtiendra le résultat en faisant tendre M vers sup ||| D f(x)|]].
zel
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Soit donc M > sup [|[Df(x)||. On pose J = {z € [a,b]|Vy € [a,2], |[f(y) — f(a)] <

zel
M(y — a)}. On va chercher & montrer que J = [a, b] ce qui prouvera que b € J et donc que

|f(b) = f(a)]]| £ M(b—a). On a évidemment a € J et, par construction, J est un intervalle
inclus dans [a, b] (et donc dans I). Soit ¢ = sup J. On a ainsi J = [a, c[ ou J = [a, ¢].

On commence par montrer que ¢ € J, i.e. pour tout y € [a,c] on a || f(y) — f(a)|| <
M(y —a), et donc on aura J = [a, ¢]. Puisque ¢ = sup J il existe (c,), € J" telle que ¢, — c.
Si y € [a,c[, comme ¢, — c il existe n tel que y < ¢, et donc y € [a,¢c,]. On a ¢, € J
donc, par définition de J, ||f(y) — f(a)|| < M(y — a). Enfin, si y = ¢, pour tout n on a
| f(cn) — fla)|| < M(c, —a) et comme la fonction f est différentiable elle est continue, et en
passant & la limite dans 'inégalité on obtient bien ||f(c) — f(a)|| < M(c — a).

On a montré que J = [a, ¢] et il reste & montrer que ¢ = b. On raisonne par 1’absurde. Si
¢ < b, comme f est différentiable en c il existe £(h) 2290 telle que pour tout h > 0 avec que
c+h < bon ait

1f(c+h) = FOl = 1Df(e)(h) + he(h)] < A (([IDF (] + lle(R)]) -
Puisque M > sup |||Df(2)||| = |||Df(c)|||, il existe hy tel que pour h < hy on ait
zel

HIDf) + lle(h) ]| < M.
Finalement, pour tout y €]c, ¢ + hg|, en écrivant y = ¢+ h avec 0 < h < hg on a
[f(c+h) = fla)| <\ f(e+h) = fFOl +f(c) = fla)| < Mh+ M(c—a) = M(c+h—a),

ie. ||f(y) — f(a)|]| < M(y — a). Comme cette inégalité est vraie pour tout y € [a, ¢] (puisque
c € J) elle 'est pour tout y € [a, ¢+ hg| et donc ¢ + hy € J ce qui contredit la définition de
C. a

Finalement on généralise le résultat a un evn E quelconque.

% Notation. Si E est un ev et a,b € E on notera [a,b] := {(1 —t)a+tb|t € [0,1]}.

Corollaire 3.16. (Inégalité des accroissements finis) Soit U un ouvert de E et f : U — F
différentiable sur U, alors pour tous a,b € U tels que [a,b] C U on a

1F(0) = fla)||r < sup [|[[Df(@)][] x[|b—alle.

z€[a,b]

Démonstration. Soit ¢ : [0,1] — F définie par g(t) = f((1 — t)a + tb). La fonction
¥ :]0,1] 5t~ (1 —t)a+tb € E est dérivable avec ¢/(t) = b — a donc (voir la Remarque
3.5) g = f o1 est différentiable et Dg(t)(h) = hDf((1 —t)a + tb)(b — a). D’ou

g = [[Df((1=t)attb)(b—a)|| < [[[Df((1=t)atib)|[[x[b—allz < sup [[[Df()][[x[b—a] 2.

z€Ja,b

D’apreés le Théoréme 3.15 on a donc

1F(6) = f(a)l[r = llg(1) = g(0)]|p < Sup HDg@)]] < sup [[|Df()][| x [[b— alle.

z€la,b]
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a

En appliquant le corollaire a la fonction g(z) := f(x) — Df(a)(x — a), dont la différentielle
est Dg(z) = Df(x) — D f(a), on obtient

Corollaire 3.17. Soit U un ouvert de E et f : U — F différentiable sur U, alors pour tous
a,b € U tels que [a,b] CU on a

1£(b) = f(a) = Df(a)(b—a)llr < sup [[[Df(z) — Df(a)ll| x [|b—alg-

z€[a,b]

Si la fonction f est a valeurs dans un evn quelconque on voit donc que l'inégalité des accrois-
sements finis est toujours vraie. Par contre, comme le montre I'Exemple 3.2, le Théoréme
3.13 ne l'est plus dans le sens ou il n’existe pas forcément ¢ € [a,b] tel que f(b) — f(a) =
Df(c)(b— a). Il ne reste vrai que si f est définie sur un evn et a valeurs réelles, i.e. F' = R.

Proposition 3.18. Soit U un ouvert de E et f : U — R différentiable sur U. Pour tous
a,b e U tels que [a,b] C U il eziste ¢ €]a,b] tel que f(b) — f(a) = Df(c)(b— a).

Démonstration. Comme dans le corollaire précédent on se raméne en fait aux fonctions de
R dans R. Soit g : [0, 1] — R définie par g(t) = f((1 — t)a + tb). La fonction g est dérivable
et ¢(t) = Df((1 —t)a + tb)(b — a). D’aprés le Théoréeme 3.13 il existe s €10, 1] tel que
g(1) — g(0) = ¢/(s), i.e. f(b) — f(a) =Df(c)(b—a) avec c=(1— s)a+ sb. O
Une conséquence importante de I'inégalité des accroissements finis est la suivante. On rap-
pelle qu'un ensemble U est convexe si pour tous a,b € U on a [a,b] C U.

Proposition 3.19. Soit U C E un ouvert convexe et f : U — F différentiable. Alors
Df =0 si et seulement si f est constante.

La notation D f = 0 signifie que pour tout x € U on a D f(z) = 0, i.e. D f(x) est 'application
linéaire de F dans F' constante égale a 0.

Démonstration. Si f est constante on montre facilement que Df = 0. Réciproquement,
soient a,b € U, on a [a,b] C U et donc

1F(0) = fa)|lr < sup [[[Df(x)[[| x |[b—a]lz = 0.

z€la,b

La fonction f prend la méme valeur en deux points quelconques de U, elle est constante. O

Remarque 3.7. On peut affaiblir l’hypotheése sur U dans la proposition. Il suffit que U soit
connexe (essentiellement cela signifie qu’il est en “un seul morceau”).

3.3 Fonctions de classe C' et différentielles partielles

Si f est une fonction différentiable sur un ouvert U C E, sa différentielle D f est une appli-
cation définie sur U et & valeurs dans L(E, F'). Muni de ||| |||r(g,7) ce dernier est un evn, on
peut donc s’intéresser a la continuité de D f (ou a sa différentiabilité, voir Section 3.4).
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Définition 3.20. Soit f : U — F une application différentiable. On dira que f est de classe
Clsi Df : U — L(E, F) est continue.

Tout comme pour la continuité et la différentiabilité, la somme et la composée de fonctions
de classe C! est aussi de classe C*.

Exemple 3.3. On continue I’Ezemple 3.1. La fonction f(M) = M? est différentiable sur
M, (R) est sa différentielle au point M est Df(M): H— MH + HM. Soit M € M,(R) et
(M), telle que My — M dans M,(R). On a

DS = DFODII| = swp (DI (M) = DI
= sup ‘|MkH+HMk—MH—HM|’

HEM,(R), |[H|=1

< sup  ([[(My — M)H|| + ||H (M — M)||
HeMy(R), ||H|=1

< sup 2[|Myx — M| H|
HeMn(R), |[H|=1

et donc Df(My) — Df(M) dans L(M,(R)) ce qui prouve que Df est continue en M. La

fonction f est bien de classe C*.

Attention !! Il ne faut pas confondre la continuité de Df en un point x € U avec la
continuité de I'application linéaire D f(x).

Remarque 3.8. A [aide des Propositions 3.10 et 3.11 on vérifie facilement que les appli-
cations linéaires et bilinéaires continues sont de classe C*.

Lorsque Ei,...,E, sont desevn, U C E:= FE; x --- X E, et f:U — F on a une notion de
différentielle partielle comme on a des dérivées partielles pour les fonctions définies sur R"™.
Celle-ci jouera un réle important au Chapitre 4 dans le Théoréme des fonctions implicites.

Définition 3.21. SoientU C E=FEyx---xXE,, f:U = F etz = (x1,...,2,) € U. On dit
que f admet une différentielle partielle en x par rapport a la :—eéme variable si ['application
fi: By — F, définie au voisinage de x; € E; par fi(y) := f(x1,...,%i—1,Y, Tit1,...,Tpn), €st
différentiable au point x;. On note D;f(x) = Df;(x;) € L(E;, F) sa différentielle et elle est
appelée différentielle partielle de f en x par rapport a la i—eéme variable.

Proposition 3.22. Soient UC E=Ey X ---x E,, f:U—= Fetx=(x1,...,2,) €U. Si
f est différentiable en x alors f admet une différentielle partielle en x par rapport a chacune

des variables et on a D;f(z)(h;) = Df(x)(0,...,0,h;,0,...,0).

Démonstration. L’application E; 5 h; — Df(z)(0,...,0,h;,0,...,0) € F est clairement
linéaire continue. Par ailleurs, en notant A = (0,...,0,h;,0,...,0) on a

filwithi) = fi(x:) = Df(2)(0,...,0,h;,0,...,0) = f(z+h) = f(x) = Df(z)(h) = o(h) = o(h:).
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Tout comme dans R™ l'existence de dérivées partielles n’entraine pas la différentiabilité,
Iexistence de différentielle partielle par rapport & chacune des variables n’entraine pas la
différentiabilité (R™ est le cas particulier on E; = --- = FE, = R), ie. la réciproque de
la proposition ci-dessus est fausse. Cependant, si on suppose qu’en plus les différentielles
partielles sont continues on a alors

Proposition 3.23. Si f admet une différentielle partielle par rapport a chaque variable et
si pour tout © Uapplication U > x — D, f(x) € L(E;, F) est continue, alors f est C*.

Remarque 3.9. Dans le cas des fonctions de R™ dans R c’est en fait ¢a que vous avez pris
comme définition de fonction de classe C : si toutes les dérivées partielles existent et sont
continues (en tant que fonction de n variables!).

Démonstration. On fait la démonstration dans le cas de f : E; X E5 — F. On commence
par montrer que f est différentiable. Soit = (1, x2) et h = (hy, hy), on a

|f(z+h) = f(x) — D1f(x)(h1) — Daf (x)(ha)||
< |[f(x+h) = f(z1, 22+ he) — Dif(z)(h)[| + || f (21, 22 + ha) — f(z) — Daf(z)(ho)]|

Si on définit les fonctions f; : £y — F et fo: Fy — F par

Jilyr) = f(y1, 22+ ha) — Dif(2)(y1) et fo(y2) = f(21,92) — Daf(x)(12),
I'inégalité ci-dessus s’écrit

[ (z4h) = f(x) = Dif(x)(h1) = Do f (x) (ho)[| < [[f1(z14h1) = fr(z) ]+ IIfz(szrhz)—fz(ﬂE“;)il))l)-

Les fonctions f; et fo sont différentiables, et méme de classe C!, et on a

Dfi(y1)(k1) = D1f(y1, zathe)(k1)=Dif(x) (k1) et D fo(y2)(k2) = Daof (21, y2)(k2)— Do f () (k).

On peut donc appliquer I'inégalité des accroissements finis aux fonctions fi, entre x; et
x1 + hy, et fo, entre xg et x9 + ho, et (3.3) nous donne

[f(x+h) = f(x) = D1f(z)(h1) = Do f (x)(ho)]|
< sup DAl + sup (I[Dfa(y2)l]] - [[he]]

y1€[a:1,gc1+h1} yze[:vz,x2+h2}

< sup  |[|Dif(y1, w2 + hao) — Dy f (21, 22)||] - || s

y1€[z1,21+h1]

+  sup  |[[Daf(21,52) = Daf(zr, 2)|l] - [|he

y2€[x2,22+h2]

IR0 sup WDy, + ha) = Dy f (o, @a)l|

y1€[z1,21+h1]

+ s (Do (n,92) — Daf(am)ll]).

y2€[x2,x2+h2)

IN
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Puisque Dy f et Dy f sont continues en x on en déduit que f(x + h) — f(x) — D1 f(z)(hy) —
Dy f(x)(hg) = o(h). Comme l'application

h = (hi, he) = D1 f(x)(h1) + Daf (2)(ha)

est linéaire continue, cela prouve que f est différentiable en x avec D f(z)(h) = Dy f(x)(h1)+
Dy f(x)(hy). La continuité de Dy f et Dyf entraine finalement celle de Df. O

3.4 Différentielles d’ordre supérieur

Définition 3.24. Soit f : U — F une application différentiable. On dira que f est deux fois
différentiable si Df : U — L(E, F) est différentiable. La différentielle de D f au point x € U
est appelée différentielle seconde de f au point x, c’est un élément de L(E,L(E,F)) et elle
est notée DD f(z).

Comme pour la continuité et la différentiabilité, la somme et la composée de fonctions deux
fois différentiables est aussi deux fois différentiable. Il ne semble par contre pas forcément
évident de manipuler un objet tel que la différentielle seconde : c¢’est une application linéaire
(continue) définie sur F mais a valeurs dans les applications linéaires (continues) de E dans
F'. La proposition suivante permet en fait d’identifier cet espace avec celui Lo(E, F') des
applications bilinéaires (continues) de E dans F'.

Proposition 3.25. L’application ¢ : L(E, L(E, F)) — Lo(E, F) définie par (o(f))(x,y) :=
(f(x))(y) est un isomorphisme et une isométrie, i.e. |||¢(f)|||r.,r) = || f||lL(E.L(E,F)- Son
inverse est lapplication 1 : Lo(E, F) — L(E, L(E, F)) définie par (¢(g)(z))(y) := g(z,y).

Démonstration. On montre facilement que si f € L(E, L(E, F)) alors ¢(f) est une ap-
plication bilinéaire et que f +— @(f) est linéaire. Montrons que ¢(f) est continue. Soient
z,y € EFon a

(N ylle = [(F@)Wle < [IF @) @nlyle < llueeeyllelelyl]e

En appliquant la Proposition 2.16 on en déduit que ¢(f) est continue. De plus on a, d’aprés
la Proposition 217, [[lp(f)lllae.ey < II1F1llLcece.

De méme on montre facilement que si g € Lo(E, F') alors ¢(g) € L(E,L(E, F)). Pour
tous z,y on a

1 (9) (@) W)lr < Mgl Loe.m izl 2llylle
donc ¢(g)(x) € L(E, F) et |[|[¢(9) (@)l e.r) < 9lllLoe.mll2]|e ainsi ¢(g) € L(E, L(E, F))
et ||[V(9)||lee,cer)y < 19l 1ae,r)- Autrement dit ¢ : Ly(E, F) — L(E, L(E, F)).
On vérifie facilement que ¢ oY = id et que 1) o ¢ = id ce qui prouve que ¢ est bien un
isomorphisme de L(E, L(E, F)) dans Lo(E, F'). 1l reste a prouver que c’est une isométrie.
On a déja |||e()|||eoer) < || fIl|L(e,L(8,F))- Pour montrer I'inégalité inverse on écrit

e Lery) = 1Yo o(NDllcecer) < e(H)l.Er).-
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% Notation. On notera D? f(x) Papplication bilinéaire associée & DD f(z),i.e. D*f(z)(h, k) :=
(DD f(x)(h)) (k). Elle sera toujours appelée différentielle seconde de f au point z.

Par récurrence, on définit les fonctions n-fois différentiables ainsi que la différentielle d’ordre
n que l'on identifie, de la méme fagon que ci-dessus, & une application n-linéaire continue de
E dans F.

Exemple 3.4. Soit f : M,(R) — R définie par f(A) = Tr(A3%). On montre alors que pour
tout A, Df(A) : K — 3Tr(A%K). Pour calculer la différentielle seconde de f en A on écrit

Df(A+tH) — Df(A): K + 3Tr((A+tH)*K) — 3Tr(A’K)
=3tTr(AHK) + 3tTr(HAK) + 3t°Tr(H*K),

et donc lim DA+ th;) — Df(4) =L(H) ou L(H) : K = 3Tr(AHK + HAK). On vérifie

t—0

que L est une application linéaire de M, (R) dans L(M,(R),R). Elle est continue (dimension
finie). Finalement, Df(A+ H) — Df(A) — L(H) : K — 3Tr(H?K). On a

Te(H*K)| = | ) (H*K)u| < nsup |(H*K)|;i < n|| HK|| < nl|H|* - | K],
i=1 :
dot |[[Df(A+ H) = Df(A) = L(H)|| < 3n|H|* = o(H).
Conclusion : f est deuz fois différentiable et D*f(A)(H, K) = 3Tr(AHK + HAK).

Cas des fonctions de R"” dans R
Sif:U CR"™— R est différentiable, sa différentielle est

Df(z) :R"> (hy, ..., hy) — Zgj(x)hi eR.
i=1 ¢

On montre alors que si f est deux fois différentiable elle admet des dérivées partielles secondes

et que pour h = (hy,...,h,) et k= (ki,...,k,), via 'isomorphisme précédent, on a
D? h,k) = hik;.
i,j=1
: O’ f : L e
La matrice Hy(x) = (x) est la matrice associée a la forme bilinéaire
Oz;0x; ij=1,..,n

D? f(z) dans la base canonique de R, i.e. pour tous h, k € R" on a D?f(z)(h, k) = 'hH;(z)k.
Elle est appelée matrice hessienne de f au point x.
Vous avez vu en L2 que si f est deux fois différentiable en x alors

()= L
35610:6]- n 8.1’]8561 ’
C’est le Théoréme de Schwarz. Cela se traduit par le fait que la différentielle seconde de f au

point x est une forme bilinéaire symétrique, ou encore que la matrice Hy(x) est symétrique.
C’est en fait vrai dans un cadre plus général.

Vi,je{l,...,n}.
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Théoréme 3.26 (Théoréme de Schwarz). Si f : U — F est deux fois différentiable en x
alors D f(x), vue comme application bilinéaire de E dans F, est symétrique, i.e. pour tous
h,k € E on a D*f(z)(h,k) = D*f(z)(k, h).
On donne d’abord l'idée de la preuve. Pour h, k € E assez petits (pour que x + h, x + k
et © + h + k soient dans U), on définit
A(hk)=flx+h+k)— flx+h)— flx+k)+ f(z). (3.4)
On pose, pour y € [0, h], g(y) := f(x+y+k)— f(z+y) de sorte que A(h, k) = g(h)—g(0) =
Dg(0)(h)+o(h). Par ailleurs, par définition de g, on a Dg(0)(h) = D f(x+k)(h)—D f(x)(h)
D? f(z)(k, h) + reste. D’ou
A(h, k) = D*f(z)(k, h) + reste. (3.5)
En intervertissant les roles de h et k (A est symétrique en h, k) on montre de méme que
A(h, k) = D? f(x)(h, k) + reste. On obtient ainsi D?f(z)(k, h) +reste = D% f(x)(h, k) + reste
et toute la difficulté est alors de montrer que les restes se “compensent”.
Démonstration. Soit A donnée par (3.4). Le gros de la preuve consiste a comparer A(h, k)
avec D% f(x)(h, k), et plus précisément & majorer le reste dans 'identité (3.5). Etant donnés
h et k soit g : [0, h] — F définie par g(y) = f(xr +y + k) — f(z + y). La fonction g est deux
fois différentiable (car f l’est) donc différentiable et on a A(h, k) = g(h) — g(0). On applique
I'inégalité des accroissements finis, Corollaire 3.17, et on a donc

1A (R, k) = Dg(0)(R)[| = llg(h) — g(0) — Dg(0)(R)|| < sup 11Dg(y) = Dg(O)[[] - [[2]l. (3.6)

yel0h
Pour tout y € [0,h] on a Dg(y) = Df(x +y+ k) — Df(z + y) Ainsi
Dg(y) — D*f(z)(k) = Df(z+y+k)—Df(x+y)— D*f(z)(k)
= (Df(z+y+k) - Df(x) - D2f< )y + k)
—(Df(z+y) — Df(x) = D*f(2)(y)) -
Soit € > 0. Puisque f est deux fois différentiable en x, si h et k sont assez petits, on a donc
pour tout y € [0, A

11Dg(y) — D*f(2) (R < ellly + kIl + lyll) < eyl + 1B < e@lIR] + (KD (3.7)

En particulier
11Dg(0) — D*f(z) (k)] < e(2[|Rll + [[£]])- (3.8)

En combinant (3.6)-(3.7)-(3.8) on obtient
IA(R, k) — D*f(x)(k, h)|

< [ A(h,k) = Dg(0)(h)|| + [IDg(0)(h) — D*f(x)(k, h)]|

< <o 11Dg(y) — Dg(0)[[] - [IAll +[||Dg(0) — D*f(2)(k)[] - [|l]

< sup (|||Dg( ) = D*f(@)(k)[[| + [[|1D*f () (k) — Dg<0)|||>-||h||+|||Dg(0)—Dgf(w)(k‘)Hl-||h||
< Be[All + KA
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A(h, k), on montre de
Ol1(h, k) |3 et donc

En intervertissant les roles de h et k, et en utilisant A(k,h)
méme que pour h, k assez petits on a [|A(h, k) — D f(z)(h, k)| <

n

1D*(f) (@) (R, k) — D*f (x)(k, h)|| < e18]|(h, k)| -

Puisque D? f(x) est bilinéaire I'inégalité ci-dessus est vraie pour tous h, k dans E. Si on note
B(h,k) := D*(f)(x)(h,k) — D*f(x)(k, h) on obtient ainsi que, pour tout & > 0,

B o2,y < 18¢.
En faisant tendre e vers 0 on conclut que B = 0 et donc que D*(f)(z)(h, k) = D?f(x)(k, h).

Exemple 3.5. On reprend la fonction f(A) = Tr(A3) définie sur M,(R). On a montré
qu’elle était deuz fois différentiable et que D* f(A)(H,K) = 3Tr(AHK + HAK). En utilisant
la propriété Tr(AB) = Tr(BA) on a D*f(A)(H, K) = 3Tr(KAH + HAK) et on vérifie ainsi
que D2 f(A) est bien symétrique.

Tout comme pour les fonctions d’une variable on a une formule de Taylor.

Théoréme 3.27 (Taylor a l'ordre 2). Si f : U — F est deuz fois différentiable alors
1
f(x+h) = f(2) + Df(@)(h) + 5D f(x)(h, h) + o( [ A[]").

Démonstration. Soit R(h) := f(z+h)— f(x)—Df(z)(h)— %D2f(x)(h, h). Cette fonction

est bien définie au voisinage de 0 avec R(0) = 0. Il faut montrer que R(h) = o(||h|]?),
c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si ||| < & alors |R(h)|| < e]/h]?.

Soit donc € > 0. Comme f est deux fois différentiable elle est C! donc R est aussi C*
(voir la Remarque 3.8) et en particulier différentiable. De plus

DR(W)(E) = Df(x +)(K) — DF(r)(k) — 5 D*f(a)(h, k) — 5 DF(x) k. )
= Df(z+h)(k) = Df(x)(k) — D*f(x)(h, k),
ol on a utilisé les Propositions 3.10 et 3.11 puis le Théoréme de Schwarz. Autrement dit
DR(h) = Df(x + h) — Df(x) — D* f(x)(h).

Puisque f est deux fois différentiable, D f est différentiable donc (par définition) DR(h) =
o(||h||]) c’est-a-dire qu’il existe 6 > 0 tel que si ||h|| < § alors ||[DR(R)||| < ¢||h||. D’apres
l'inégalité des accroissements finis on a donc, pour ||h]| < 9,

IR(M)|| = [|1R(h) — R(O)|| < sup [[[DR()II|- 2] < sup elly]l - k]| < el|A].

y€[0,h] y€[0,h]
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3.5 Extrema locaux

On rappelle la définition de maximum /minimum local d’une fonction & valeurs réelles.

Définition 3.28. Soit f : U — R. On dit que f posséde un minimum, resp. mazximum, local
en xo s’il existe un voisinage V' de xq tel que pour tout x € V on ait f(x) > f(xo), resp.
f(z) < f(xg). De fagon équivalente, il existe € > 0 tel que si ||z —xo|| < € alors f(z) > f(z0),
resp. f(x) < f(zo).

On rappelle également que pour une fonction f : I — R ou I est un intervalle ouvert, si
f posséde un minimum, resp. maximum, local en z( alors f'(z9) = 0 et f”(x¢) > 0, resp.
f"(x9) < 0. Réciproquement si xq est tel que f'(zg) = 0 et f"(xg) > 0, resp. f’(zq) < 0,
alors f posséde un minimum, resp. maximum, local strict en zy. Ces résultats découlent de
la formule de Taylor a 'ordre 2 : f(zo + h) = f(xo) + hf'(xo) + h—;f”(xo) + o(h?). En effet,
si zg est un minimum local on sait que f’(x¢) = 0, et on a donc pour h assez petit

0< flxzg+h)— f(zo) = h;f”(xg) + o(h?).

En divisant par h? et en faisant tendre h vers 0 on obtient bien f”(xy) > 0. Réciproquement,
si f'(xg) =0et f’(z9) >0o0na

f"(xo
Fao+) = flao) =1 (L0 o))
et il existe hy > 0 tel que pour |h| < hg le terme dans la parenthése est strictement positif
ce qui prouve que f(xg+ h) > f(xo) pour h €] — hq, ho[ et non nul.
On va chercher & généraliser ¢a au cas de fonctions définies sur un ouvert U d’un evn F.

Proposition 3.29. Soit f : U — R. Si [ posséde un extremum local en xq € U alors
Df(xo) =0 (Iapplication nulle de E dans R). On dit que xqy est un point critique de f.

Démonstration. Soit h € E. La fonction d’une variable réelle g(t) := f(x¢ + th), définie
au voisinage de ¢t = 0, admet un extremum local en 0 et y est dérivable donc (voir cours
de L1) ¢’(0) = 0. Or ¢’(0) = Df(x)(h). On a donc Df(xy)(h) = 0 pour tout h € E, i.e.
Df(xy) = 0. O

Remarque 3.10. Si E = R" alors D f(xo) = 0 si et seulement si toutes les dérivées partielles
de f s’annulent en x.

Attention !! Tout comme pour les fonctions d’une variable réelle il est important ici d’étre
sur un ouvert. Pensez par exemple a la fonction f(x) = x définie sur [0, 1]. Elle est dérivable,
posséde un minimum en 0 et un maximum en 1, pourtant ni f'(0) ni f/(1) ne sont nuls.

Afin de savoir si un point critique est un maximum ou un minimum local on étudie
ensuite la différentielle seconde. On rappelle la notion de forme bilinéaire (définie) positive,
resp. négative.
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Définition 3.30. Soit L : E x E — R une forme bilinéaire symétrique. On dit que L
est positive, resp. négative, si pour tout h € E on a L(h,h) > 0, resp. L(h,h) < 0. Si
L(h,h) >0, resp. L(h,h) <0, pour tout h € E'\ {0} on dit que L est définie positive, resp.
définie négative.

Remarque 3.11. Si £ = R on a D*f(z)(h,k) = f"(x)hk donc D?f(xq) est (définie)
positive, resp. négative, si et seulement si f”(xg) est (strictement) positif, resp. négatif.

On a alors le résultat suivant (attention ici £ est un evn de dimension finie).

Proposition 3.31. Soit E de dimension finie, U un ouvert de E et f : U — R deuz fois
différentiable.
o Si g est un minimum, resp. maximum, local de f alors Df(xg) = 0 et D*f(xo) est
positive, resp. négative.
o Sixy est tel que Df(xg) = 0 et D*f(xq) est définie positive, resp. définie négative,
alors xqo est un minimum, resp. maximum, local strict de f.

Attention, la différentielle seconde en un point x peut n’étre ni positive ni négative. Sur R?
la forme bilinéaire f(x,y) = z1y1 — x2ys vérifie f(e;,e1) =1 > 0 et f(eg,e5) = —1 < 0 avec
er = (1,0) et e = (0,1). Un point critique zy dont la différentielle seconde n’est ni positive
ni négative est appelé point selle ou point col.

Lemme 3.32. Soit (E,|| ||) de dimension finie et B une forme bilinéaire symétrique sur
E. B est définie positive si et seulement si il existe m > 0 tel que pour tout h € E on ait

B(h,h) = m|[h|.

Démonstration. S’il existe m > 0 tel que pour tout h € E on ait B(h,h) > m]|hl|? il
est évident que B est définie positive. Réciproquement, puisque B est bilinéaire symétrique
définie positive elle définit un produit scalaire. L’application £ > h — +/B(h,h) définit
donc une norme. Comme E est de dimension finie cette norme est équivalente a || ||, il existe

C > 0 tel que pour tout h € F on ait y/B(h,h) > C|/h| et il suffit de prendre m = C?. O

Démonstration de la Proposition. Etant donné h € E, pour ¢ dans un voisinage de 0
on définit g, (t) = f(zo + th) (g est une fonction d’'une variable). On suppose que zy est un
minimum local de f. On en déduit que 0 est un minimum local de g, donc g}/ (0) > 0. Or
g, (t) = D f(xq + th)(h) donc g}/(0) = D?f(x¢)(h, h). Pour tout h on a D?f(xq)(h,h) >0 et
donc D? f(xq) est positive.

Réciproquement, si Df(zg) = 0 et D?*f(xg) est définie positive. Soit m > 0 tel que
D?f(x0)(h,h) > m]||h||*>. D’aprés la formule de Taylor a ordre 2, pour tout € > 0 il existe
d > 0 tel que si ||| < § alors

| £ (o + h) = f(zo) = Df o) () = 5D% (o) (h, )| < Al

J/

-~

=:R(h)
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En prenant € = % on a, pour [|A|| <4,

fleo+h) = Flzo) + Df(ao)(h) + 5D (zo)(h, ) + R
1 2 My e myg e
> fw) + gmllP = IR = fwo) + TR,

et donc x( est bien un minimum local strict. O

Pour chercher les extremas d’une fonction de n variables il faut donc
1. chercher ses points critiques,

2. en chaque point critique, étudier si sa hessienne (différentielle seconde) est définie
positive ou négative.

Pour étudier si la hessienne est positive ou négative on pourra utiliser le résultat suivant

Proposition 3.33. Soit A une matrice symétrique. Elle est diagonalisable dans R. De plus,
A est (définie) positive, resp. négative, si toutes ses valeurs propres sont (strictement) posi-
tives, resp. négatives.

En particulier en dimension 2, puisque la somme des valeurs propres est la trace de A
et leur produit le déterminant de A, une matrice symétrique A est définie positive, resp.
négative, si et seulement si det(A) > 0 et Tr(A) > 0, resp. Tr(A) < 0.

Exemple 3.6. Soit f(z,y) = 2(x —y)*> —a* —y* définie sur R%. La fonction f est clairement
deux fois différentiable. On a

0 0
e =i -1 ) =y - -1y

Si (x,y) est un point critique, en additionant les deux dérivées partielles on en déduit que
23 +y3 =0 et donc v = —y. Ainsi (x,y) est point critique si et seulement si v = —y et

87 — 42 = 0. On trouve ainsi 3 points critiques : (0,0), (v/2,—v/2) et (—v/2,v/2).

_ 2 N
On calcule ensuite Hy(z,y) = ( 4 —12x 4

—4 4 — 1242 et on étudie cette derniére en

chacun des points critiques :

o En(v2,—V?2) ona Hf(\/_, —V2) = ( __240 __240 >, qui a pour déterminant 384 > 0
et pour trace —40 < 0. Elle est donc définie négative et (\/_, —\/5) est un mazximum
local strict.

o En (—v/2,v2) on a Hy(—V/2,+V2) = Hy(v/2,—V/2) et donc (—v/2,V/2) est aussi un

maximum local strict.

e En (0,0) on a Hf(0,0) = ( 4 4 ) qui a pour déterminant O et pour trace 8. Elle

—4 4
a donc une valeur propre positive et une valeur propre nulle. Si (0,0) est un extremum
c¢’est un minimum local. Or £(0,0) = 0 et pour tout x on a f(x,r) = —2z* < 0 donc

(0,0) ne peut pas étre un minimum, ce n'est donc pas un extremum de f.
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1 1 1

Exemple 3.7. Soit f(x,y,z) = zyz + — + — + — définie sur U = (R*)>. La fonction f est
xr oy oz

deux fois différentiable et on a

of 1 of 1 of 1

v =y Sy =a o ey =y

On en déduit que (z,vy,z) est un point critique ssi
r?yzr = xy’r = ay2® = 1.

La premiére égalité donne x = vy, la deuxieme donne y = z, et en reportant dans la derniére

on obtient z* = 1 et donc v = 1 (f est définie sur (R%)*). Le seul point critique est donc
a=(1,1,1).
On calcule ensuite les dérivées partielles secondes et on obtient, avec h = (hy, ho, h3),

On peut alors utiliser la méthode de réduction de Gauss (voir cours d’algébre bilinéaire de
L2) pour déterminer la signature de D*f(a). On a

D2f(a)(h,h) = 2h3+2h3 + 2h3 + 2hihg + 2hihs + 2hohs

ho hs\® 3 3

2 2
= o(ma eyt 2+§ ) 2+%h2
B LT T 2 \'"? "3 37

et donc D*f(a) est définie positive. Le point (1,1,1) est donc un minimum local de f.

Exercice 3.4 (Examen 2016). On reprend la fonction de I'exemple précédent. On pose
K = [464]".

a) Montrer que si (z,y,2) ¢ K on a f(x,y,z) > f(1,1,1). On pourra distinguer selon deux
cas : soit z, y et z sont tous les trois supérieurs a i, soit I'une des trois coordonnées au moins
et inférieure a %.

b) Montrer que f posséde un minimum global sur U et le déterminer. f posséde-t-elle un

maximum global 7 Jusitifiez.

Attention !! On fera bien attention que la Proposition 3.31 n’est a priori valable qu’en
dimension finie. En dimension quelconque seule la premiére partie est vraie (voir la preuve).
Pour la réciproque il faut des hypothéses un peu plus fortes, a savoir : pour un minimum
quil existe m > 0 tel que D?f(xg)(h, h) > m||h||? (on dit que la forme bilinéaire symétrique
D?f(xg) est coercive), et pour un maximum qu’il existe m > 0 tel que D?f(xq)(h,h) <
—m||h|%.

2
Exercice 3.5. Sur £ = (}(N*) muni de la norme ||u|| = Z |un| on définit f(u) = Z u—’; —ul.
n

n>1 n>1
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a) Montrer que f est bien définie.

2
b) Montrer que f est différentiable et que D f(u)(h) = Z (ﬂ — 4ui) hy,. Vérifier que la

n2
n>1
suite nulle est point critique de f.

c) Montrer que f est deux fois différentiable et que D*f(u)(h, h) = Z (% - 12u721> h2. En
n>1

déduire que D?f(0) est définie positive.

d) Montrer que 0 n’est pas un minimum local de f. Indication : étant donné ¢ > 0, pour

N € N tel que % < ¢ considérer la suite u = (u,), telle que u, =0sin # N et uy = €.

Dans cet exemple, le probléme vient du fait que dans chaque “direction” fixée 0 est un

minimum local mais la taille du voisinage sur lequel on a f(h) > f(0) dépend de cette

direction et peut étre arbitrairement petit.



Chapitre 4

Théorémes d’inversion locale et des
fonctions implicites

Dans ce chapitre on va s’intéresser a deux théorémes importants : le Théoréeme d’inversion
locale et le Théoreme des fonctions implicites. On peut résumer grossierement ces deux
théorémes de la fagon suivante : étant donnés une fonction f : U — F et b € F peut-on
résoudre 1'équation f(x) = b? Pour comprendre la philosophie de ce que I'on va faire prenons
le cas de la dimension finie et supposons que f : R" — R™ est linéaire, autrement dit on
cherche a résoudre un systéme linéaire de m équations & n inconnues (si A est la matrice de
f dans une base choisie I’équation s’écrit Az = b). On peut distinguer 3 cas :
e Si m = n. On a autant d’équations que d’inconnues et pourvu que A (et donc f)
soit inversible (bijective) on aura alors une unique solution pour tout b, donnée par
x = f71(b) (ou encore x = A7'b).
e Sim < n. On a moins d’équations que d’inconnues et on s’attend typiquement a avoir
une infinité de solutions. Si on écrit x = (z1,25) € R"™™ x R™ et A = (A; Ay) ou
Ay € My n—m(R) et Ay € M,,,(R), I'équation devient Ajzq + Asxe = b, et pourvu que
Ay soit inversible on pourra exprimer x5 en fonction de x1 : x5 = A;l(b — Ajry), ie.
on exprime m variables en fonction des n — m autres. Pour chaque choix des n — m
premiéres variables (ici de ;7 € R"™™) on trouve les valeurs des m autres (ici de
To € Rm)
e Sim > n. On a plus d’équations que d’inconnues et dans ce cas on résout en général
n d’entre elles (on se raméne au ler cas) et on regarde si la solution trouvée est
compatible avec les équations restantes.
On voudrait savoir ce qui reste de cela si f : R® — R™ n’est plus linéaire mais seulement
différentiable. L’idée est alors que pour x proche de zy on écrira

f(@) = f(xo) + D f(wo)(x — o) + oz — @) = f(wo) + D f(0)(2 — o),

c’est-a-dire de se ramener & un systéme linéaire (et de contrdler les termes de reste, c’est 1a

toute la difficulté!). On ne pourra bien sur pas résoudre I’équation sur tout U mais seulement
au voisinage d’un point o et pourvu que 'on ait une information sur D f(x) :

e sin =met Df(x) est inversible on pourra trouver une unique solution, proche de z,

a l'équation f(x) = b pourvu que b soit proche de f(xy). Autrement dit, la fonction

45
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f sera bijective entre un voisinage de z( et un voisinage de f(zg). C’est le Théoréme
d’inversion locale : on cherche a “inverser f” au moins localement.

e si m < n, on décompose comme ci-dessus x € R" en (z1,25) € R"™™ x R™ et on
écrit Df(x)(hy, ha) = Dy f(x)(h1) + Daf (2)(hs). Si Daf (o) est inversible on pourra
exprimer zo en fonction de x; au voisinage de xg, c’est le Théoréme des fonctions
implicites. Par exemple, dans le cas de f : R?> — R on s’intéresse a des équations
du type f(z,y) = 0. Typiquement I’ensemble des solutions forme une courbe dans
le plan (voir I'Exemple 4.3) et la question est de savoir si on peut décrire celle-ci
comme le graphe d’une fonction y = ¢(z) ou alors z = 9(y) (au moins localement).
L’équation f(z,y) = 0 définit y en fonction de = de fagon implicite alors que y = ¢(x)
est explicite.

4.1 Le Théoréme d’inversion locale

Commencons par le cas plus simple des fonctions d’une variable. Si I est un intervalle et
f I — R est une fonction continue, on sait que f est bijective de I sur f(I) si et seulement
si elle est strictement monotone (voir cours de L.1). Si de plus f est dérivable il suffit donc
de s’fitssurer que f' > 0 ou bien f’ < 0. Dans ce cas f~! est dérivable et on a (f')(y) =

FIOF )

(Sup(p()))sons maintenant f non seulement dérivable mais de classe C'. Si on a f'(z) # 0,
alors comme f’ est continue il existe € > 0 tel que f’ soit de signe constant sur I'intervalle
|z —e,x + ¢[. Ainsi f sera bijective de |x — €,z + €[ dans f(Jx — ¢,z + €[), on dira que f
est localement inversible au voisinage de x. Par ailleurs la fonction f=!: f(Jx —e,x +¢[) —
]z — e,2 + €[ sera aussi de classe C'. C’est ce genre de résultat que I'on va chercher a
généraliser.

Définition 4.1. Une application f : E — F est un homéomorphisme si elle est continue,
bijective et si son inverse est continue.

Théoréme 4.2 (Inversion locale). Soient E, F' des Banach, U C E un ouvert et f : U — F
de classe C'. Soit xy € U tel que Df(xy) soit un homéomorphisme. Alors il existe un
voisinage V. C U de xg, un voisinage W de f(xq) et g : W — V de classe C* telle que

fog:ZdW etgof:idv.

Autrement dit, la fonction f : V. — W est bijective et son inverse est de classe C' (on
dit que f est un Cl-difféomorphisme de V' dans W ). Par ailleurs, pour tout y € W on a

Dg(y) = (Df(9(»)))

La démonstration du théoréme est difficile et sera admise dans ce cours.

Attention !! L’hypothése que f soit de classe C' et pas seulement différentiable est né-
cessaire. C’est déja vrai pour les fonctions d’une variable. La fonction f définie par f(z) =
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2+ 2?sin(1) si  # 0 et f(0) =0 est dérivable sur R (vérifiez-le) et on a f'(0) = 3 ;é
pendant f nest bijective sur aucun voisinage de 0 : sa dérivée f'(z) = 3+ 2z sin(%)
n’est de signe constant sur aucun voisinage de 0 (pour tout entier n on a /(5=
tandis que f'( 3>0).

2nm )
2n+1 )

Remarque 4.1. Si f est de classe CF (avec k > 1) on montre alors que g est de classe C*
également. On dit alors que f est un C*-difféomorphisme.

Comme pour tous les résultats qu’on a vus il est important de comprendre le cas parti-
culier, plus simple en général, de la dimension finie, i.e. pour f : R” — RY. Les espaces R" et
R? sont bien sur des Banach (dimension finie). Par ailleurs, si f est différentiable, pour que
Df(x) : R* — R? soit inversible il faut que n = d (théoréme du rang) et, si on note J f(x)
sa matrice jacobienne, alors Df(x) est inversible si et seulement det(Jf(z)) # 0 (c’est le
jacobien de f au point x). Dans ce cas son inverse est automatiquement continue puisqu’on
est en dimension finie. Autrement dit on a la version suivante du théoréme d’inversion locale

Théoréme 4.3. Soient U C R™ un ouvert et f : U — R"™ de classe C'. Soit o € U tel
que det(J f(xg)) # 0. Alors il existe un voisinage V- C U de xq, un voisinage W de f(x¢) et
g: W —V de classe C* telle que

fog=idy et go f =1idy.

Autrement dit, la fonction f : V — W est bijective et son inverse est de classe C*. Par
-1
ailleurs, pour tout y € W on a Dg(y) = (Df(g(y))) e Jgly) = Jf(g(y)) ™

Exemple 4.1. Soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (sin(¥) + z,sin(%) + y). La fonction
[ est de classe C' et pour tout (x,y) € R? on a

1100 = ( 4oy 252 ).

1 cos(%)

et donc det(J f(x,y)) = 1— % cos(%) cos(¥) # 0. La fonction f est donc localement inversible
en tout point de R2.

Attention !! Contrairement au cas des fonctions de une variable, le fait que D f(x) soit
un homéomorphisme pour tout z € U n’implique pas que f est bijective de U sur f(U).
La fonction f : R? — R? définie par f(z,y) = (e”cos(y),e”sin(y)) est de classe C'. Pour

tout (z,y) € R* on a Jf(z,y) = ( zz (;?I?((z)) _eS CZ:E%) >, et donc Jf(x,y) est inversible

puisque det(J f(x,y)) = e?® # 0. Cependant f n’est pas injective (elle est 2m-périodique dans
la variable y).

Exemple 4.2. On va utiliser le théoréme d’inversion locale pour résoudre I’équation diffé-
rentielle f'(x)+ f*(x) = g(z) sur [0,1] avec condition initiale f(0) =0 ou g est une fonction
continue donnée suffisament petite dans un sens a préciser.
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On note E = C3([0,1]) l’ensemble des fonctions f de classe C* (si f est solution elle est
dériable et donc continue, on a alors f' = g— f* qui est continue donc f est C') telles que
f(0) =0. On munit E de la norme ||f||g = sup |f'(x)| (vérifier que c’est bien une norme).

z€[0,1]

Et soit F = C°([0,1]) muni de la norme || ||oo. On définit ¢ : E — F par o(f) = f' + f>.
Résoudre l’équation revient a trouwver f € E tel que ¢(f) = g. On peut noter que ¢(0) = 0,
donc on va chercher a appliquer le théoréme d’inversion locale a la fonction ¢ au point 0 € E
(g petit signifie alors g est dans un voisinage de 0 € F pour || ||so)-

On sait que (F, || ||oo) est un Banach. On peut montrer que (E, || ||g) aussi (voir I’Ezercice
4.1). Pour pouvoir appliquer le Théoréme d’inversion locale il faut montrer que ¢ est de classe
C' et que Dp(0) est un homéomorphisme. On montre que p est différentiable et que pour
tout f € E on a Do(f)(h) = W + 2fh (pour montrer la continuité de Dp(f) on pourra
remarquer que si f € E on a |f(z)] < [/ @)|dt < || fllg et donc ||fllo < ||fllg). On a
alors

|Dp(f) = De(g)lll = sup [[Do(f)(h)—Dp(g)(h)|| < sup 2[|f = gllecllPlloe < 2/f —9llE,

Ihllz<1 Al z<1

ce qui prouve que Dy est continue et donc ¢ est C1.

Finalement on a Dp(0) : E > h — h' € F. Tout k € F posséde exactement un antécédent
par D(0), la fonction x — fo t)dt, donc Dp(0) est inversible. Par ailleurs on a pour
tout k € F

[(D(0)) 7 (B)]| ; = [(D2(0)) 7 (B)) o = 1]l

ce qui prowve que (Dp(0))~! est continue (de norme 1) et donc Dp(0) est bien un homéo-
morphisme.

D’apres le Théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage V de 0 dans E et un voi-
sinage W de 0 dans F tels que ¢ : V. — W soit bijective, i.e. pour tout g € W il existe un
unique f €V tel que f' + f? = g.

Remarque : cela montre ’existence d’une unique solution f seulement au voisinage de 0 (on
peut en fait montrer qu’il n’y en a pas d’autre du tout).

Exercice 4.1. On veut montrer que l'espace E = C3([0,1]) muni de ||f||z = sup |f'(z)|
z€[0,1]

est un Banach. Soit (f,), une suite de Cauchy dans F.
a) Montrer que (f}), converge dans (C°([o, 1]) | |loc)- On note g sa limite.

b) Soit f définie sur [0, 1] par f(x fo t)dt. Vérifier que f € E et montrer que (f,),
converge vers f.

4.2 Le Théoréme des fonctions implicites
Considérons une fonction f : U — R ou U C R?. Etant donné A € R, on considére I’ensemble

E\={(z,y) € U| f(z,y) = A}. De fagon générique, 'ensemble E) est une “courbe”, appelée
courbe de niveau de la fonction f (pour le niveau \).
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Exemple 4.3. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2> +y>. Si A < 0 alors E\ = 0,
Ey={(0,0)}, et si A\ > 0 alors Ey est le cercle de centre (0,0) et de rayon v/

L’objectif ici est de “savoir” si on peut trouver une fonction d’une variable dont cette
courbe (ou au moins une partie de cette courbe) serait le graphe, i.e. existe-t-il une fonction
p) telle (z,y) € E) si et seulement si y = ¢, (z) ? Dans le cas de I'exemple précédent, on sait
que 'on ne peut pas décrire toute la courbe a I’aide d’une fonction. Si par exemple A = 1,
les deux points (0, 1) et (0, —1) sont sur le cercle, mais on ne peut pas trouver de fonction
() telle que ¢(0) soit égal a la fois & 1 et & —1. On pourra par contre décrire (par exemple)
le demi-cercle CT = {(z,y) € R x RT|2? + y*> = 1} comme étant le graphe de la fonction
o(x) = /1 — 22 définie sur l'intervalle [—1, 1].

De facon plus précise, la question que I'on se pose est la suivante :

Etant donnés une fonction f(x,y), un nombre réel A et un point (zg,yo) tel
que f(xg,y0) = A, peut-on trouver un intervalle (ouvert) I contenant xy, un
intervalle (ouvert) J contenant yo et une fonction ) définie sur I tels que pour
tout (z,y) € I x J on ait f(z,y) = A si et seulement si y = py(x)?

On reprend l'exemple précédent, et on fixe A = R?> > 0 (il n’y a rien & faire sinon).
On se donne un point (zg,yo) sur le cercle de centre (0,0) et de rayon R, en particulier
xg € [—R, R]. On peut alors distinguer 3 cas :

1. xy €] — R, R| et yp > 0. Le point (xg,yo) est sur le demi-cercle “supérieur”. On peut
alors choisir I =] — R, R[, J =]0,400| et p)(z) = VR? — 2.

2. 29 €] — R,R[ et yop < 0. Le point (xg, o) est sur le demi-cercle “inférieur”. On peut
alors choisir I =] — R, R[, J =] — 00, 0[ et @x(z) = —/R% — 22,

3. xg = £R et alors yy = 0. On considére par exemple xqg = R. Si [ est un intervalle
ouvert qui contient xo, il existe € > 0 tel que [R—¢, R] C I, et de méme il existe n > 0
tel que [—n,n] C J. Quitte & diminuer un peu ¢, les points (R — &,/ R2 — (R — £)?)
et (R —e,—/R?>—(R—¢)?) sont sur le cercle et les nombres /R? — (R —¢)? et
—y/R? — (R — ¢)? sont dans J. On devrait alors avoir en méme temps ¢)\(R —¢) =
VR — (R—¢e)2et pr(R—¢)=—/R2— (R —¢)?, ce qui est impossible.

Quelle différence y a-t-il entre les points du cercle d’abscisse zop = +R et les autres? Gra-
phiquement, cela se voit trés bien : ce sont les points ot la courbe posséde des tangentes

verticales. En termes de la fonction f cela se traduit par a—(:v, y) =0.
)

Le théoréeme qui suit montre comment tout ceci se généralise.

Théoréme 4.4 (Fonctions implicites). Soient E, F,G des Banach, U C E x F un ouvert
et f:U — G de classe C. Soit (z9,y0) € U tel que Dof(x9,v0) € L(F,G) soit un ho-
méomorphisme. Alors il existe des voisinages V de xq, W de yy et une unique application
©:V — W de classe C! tels que

V(z,y) e VxW, f(x,y) = f(zo, ) == y=p(x).
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De plus, pour tout x € V on a

Dp(x) = —(Daf (z, p(x))) ™" 0 D1 f(z, p(x)). (4.1)
En particulier en xy on obtient Dyp(xg) = —(Daf (zo,y0)) ™! o D1 f (o, Y0)-

Démonstration. L’idée de la démonstration est d’appliquer le théoréme d’inversion locale.
Pour ¢a on définit ® : U — E x G par ®(z,y) = (x, f(z,y)). La fonction ® est de classe C*
sur U et on a

D®(z,y)(h, k) = (h, Df(z,y)(h. k) = (h, D1 f(z,y)(h) + Do f (z,y)(k)).  (4.2)
Montrons que D®(xg,yo) est un homéomorphisme. Si (k' k') € E x G on a
ho= W
Dif(xo,y0)(h) + Daf (xo, y0) (k) = K

h = h
<:) {k - (D2f($o,yo)>_1(k’/—le(fﬁo,yo)(h/)) '

D(I)(J?o,yo)(h, k’) = (h/, k’,) <~ {

D®(zq,yo) est donc inversible et

(DB(a0,0)) (k) = (W, (Daf (o, 0)) ™ (K = Dy fao,uo) (')

qui est continue par composition d’applications linéaires continues. D®(xg, 30) est donc bien
un homéomorphisme.

D’aprés le théoréme d’inversion locale il existe des voisinages Uy C E x F de (xq, o) et
Uy C E x G de ®(x9,90) = (w0, f(x0,40)) et ¥ : Uy — U de classe C* inverse de ®. Quitte
a diminuer U; on peut de plus supposer que U; est de la forme U; = V x W (on remplace
Uy par ®(V x W) = U1V x W) qui est ouvert puisque ¥ est continue). Si (a,b) € U, on a

(z,y) =¥(a,b) <= (a,0) = P(x,y) = (z, f(z,9)),

autrement dit nécessairement x = a et donc ¥ est de la forme ¥(a,b) = (a, g(a,b)). Quitte
a restreindre V', pour tout z € V on a (x, f(zo,y0)) € Us donc il existe un unique y =
9(x, f(z0,90)) € W tel que ®(x,y) = (z, f(w0,y0)) c’est-a-dire f(x,y) = f(xo,yo). On définit
alors ¢ : V — W par ¢(z) = g(z, f(z0,y0)) qui est bien de classe C.

Il reste & montrer (4.1). Pour tout =z € V, h(z) = f(z,o(x)) = f(xo,y0), i.e. h est
constante, sa différentielle est donc nulle. Or, par différentiation de fonctions composées on
a

0= Dh(z) = Dif(x,¢(x)) + D2.f (2, o(x)) o Dp(x).
D’autre part, d’aprés le Théoréme d’inversion locale on sait que D®(z,y) est inversible sur
V x W et donc, cf (4.2), Dyf(z, p(x)) est inversible. On en déduit (4.1). O

Comme pour l'inversion locale, lorsqu’on est en dimension finie on peut voir ce que
devient ce théoréme. On considére donc f : U — R™ avec U C R" ~ R"™™ x R™ (pour que
D f(z0,yo) soit inversible il faut que F' et G aient méme dimension). On notera p =n —m
et v = (21,...,2p) ERP et y = (y1,...,ym) € R™
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Théoréme 4.5. Soient U C R? x R™ un ouvert et f := (f1,..., fm) : U — R™ de classe
C'. Soit (a,b) € U tel que

g_yﬁ(aa b) e gyifn(a, b)
%(aub) gy%(a’ab)

soit inversible. Alors il existe des voisinages V de a et W de b et une unique application
©:V — W de classe C! tels que

V(z,y) eV xW, f(z,y) = f(a,b) <= y=¢(z).

De plus on a

) d -1 ) )
ﬁ(a’a b) T BJ; (a7 b) a_ﬁ(a’a b) e 3_;;10(@7 b)
Jola) = — z : : :
Ofm dfm Ofm Ofm
aLyl(aa b) e ﬁ(aa b) (9L331(a’ b) te 82,, ((Z, b)
Remarque 4.2. Dans le cas p = m = 1 on retrouve bien [’hypothése g—i(a,b) #0, et on a

alors

af
3y (@, 0(2))
. . / _ %(CL?b) N 8f _ - 0
En particulier, ¢'(a) = —0f< D) Dans le cas ot 5;(a,b) = 0 mais 57(a,b) # 0 on peut
ay \ b

intervertir les réoles de x et y et exprimer x en fonction de y au lieu de y en fonction de x.

Remarque 4.3. Comme dans le théoréme d’inversion locale, si la fonction f est de classe
C* et pas juste C alors la fonction ¢ est C*.

Exemple 4.4. On considere la courbe du plan définie par l'équation f(x,y) := y> — zvy —
23 —e® = 0. Le point (0,1) est sur la courbe. On montre qu’au voisinage de ce point, la
courbe est le graphe d’une fonction y = ().

La fonction f est bien de classe C'. Par ailleurs %(x, y) = 3y* —z d’ou 3—5(0, 1)=3#0
et on peut donc appliquer le Théoréme des fonctions implicites et exprimer y en fonction de
x au voisinage de (0,1).

Le théoréme ne donne par contre aucune expression de @. En utilisant (4.3) la fonction
p vérifie

() + 322 + €”
3p(x)? —x

Pz) =2 £(1) x (Bp(x)? —2) — p(x) — 32> —e* =0,  (4.4)

qui est une équation différentielle pas plus facile a résoudre que f(x,y) = 0. On peut cepen-
dant utiliser cette derniere pour obtenir un DL de @ en 0 a tout ordre. On sait que ¢ est C1
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donc, en utilisant (4.4), ' aussi donc ¢ est C%. Par récurrence on en déduit que @ est C™
et admet donc un DL a tout ordre.

Par ailleurs on a p(0) = 1 par définition de ¢ et donc ¢'(0) = 2 d’apres (4.4), d’ou on
obtient o(x) =14 2 4 o(x). En dérwant la deuzieme expression de (4.4) on a

(@) x (3p(2)* — ) + ¢(z) x (6p(2)¢'(z) — 1) — ¢/(z) — b6z —e” = 0.

On en déduit que ¢"(0) = —5 et donc p(x) =1+ % — % + o(x?). En continuant ainsi on
peut calculer les dérivées successives de p en 0 et ainsi obtenir un DL a tout ordre.

Exemple 4.5. On considére 'équation f(z,y,z) = y+(z+y+2)?+at+y*+21—2=0. Cest
Uéquation d’une surface S dans R? (si f(x,y,2) = ax + by + cz est linéaire f(x,y,2) = 0 est
Iéquation d’un plan, pas d’une droite). Le point Py = (xq, Yo, 20) = (0,0,1) est sur S. On a 1
équation et 3 variables, on va chercher a exprimer une variable en fonction des deux autres
au voisinage de ce point. La fonction f est bien de classe C, on a

of

g(x,y,z) =2(x+y+2)+47°

et donc g—f(0,0, 1) = 6 # 0. Il existe donc des voisinages V- C R? de (0,0), W C R de 1
z

et o : V. — W tels que pour tout (x,y,z) € V. x W on ait f(x,y,z) =0 si et seulement si
z=(x,y). On a exprimé, au voisinage de Py, la surface S comme le graphe de la fonction
©.

On a ¢(0,0) =1 et par ailleurs Dp(0,0) = — (%(O, 0, 1))_1 D, £(0,0,1), c’est-a-dire

of
(9_<p(0 O)Z_M:_l et (9_(,0(0 O)Z_M:_l
Oz %(0,0,1) 3 oy %0,0,1) 2

Dot p(z,y) =1— % — % +o(|x| + |y|) au voisinage de (0,0).

4.3 Application aux extrema sous contrainte (ou liés)

Dans cette section on cherche a étudier les extrema d’une fonction f: U C R” — R, non
pas sur U mais lorsque les variables z1, ..., x, sont liées par une (ou plusieurs) contrainte
du type g(z1,...,z,) = 0. Pour voir comment ce genre de situations peut apparaitre, com-
mencgons par un exemple simple.

Soit f(x,y) = 3z + 4y. On cherche les extrema de f sur le disque unité D = {(z,y) €
R|z% + y? < 1}. Ce dernier est un compact de R? et comme f est continue on sait qu’elle
admet un minimum et un maximum. Pour les déterminer on calcule la différentielle de f, on

0 0
a a—f(x,y) =3 et a—f(x,y) = 4. On remarque que la différentielle ne s’annule jamais. Cela
Zz Y

n’est pas en contradiction avec 'existence d’un minimum et un maximum! La Proposition
3.29 ne s’applique que pour une fonction définie sur un ouvert et ici D ne 'est pas. Ce qu’on
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peut en déduire c’est que sur n’importe quel ouvert inclus dans D il n’y a pas de point critique
et donc pas d’extremum. Le plus grand ouvert dans D est D = {(z,y) € R|z* +y* < 1}.
Le minimum et le maximum de f se trouvent donc nécessairement hors de D clest-a-dire sur
{(x,y) € R|2* + y* = 1}. Pour les déterminer on cherche donc le minimum et le maximum
de f(x,y) = 3z + 4y sous la contrainte que g(z,y) := 22 + y> — 1 = 0.

La premiére idée est d’exprimer y en fonction de z (ou l'inverse) pour que g(z,y) = 0,
c’est-a-dire que sur la contrainte on a y = ¢(x) puis d’étudier la fonction de une variable
h(z) = f(x,¢(x)). Ici on peut facilement le faire, y = ¢(zr) = £v/1— 22. En général,
pourvu que soit 8_9 soit 22 ne s’annule pas, on pourra appliquer le Théoréme des fonctions

x y
implicites qui assure l'existence, au moins locale, d’une telle fonction y = ¢(z) ou bien

x = ¢(y). Comme on l’a vu dans la section précédente on n’a malheureusement pas, en
général, d’expression pour cette derniére. On va voir que ce n’est en fait pas nécessaire.
Si x est un extremum de h on aura

0= 1(a) = 5 (0.0(0) + (@) 5 (2, 9().

. . ‘ & (z, p(x))
Mais on sait, cf (4.3), que ¢/(z) = =227 "ot donc
b e T
Par ailleurs 8f( @)
af _ 9y x, plx dg v ols

9 (2, o))

5z, p(x))
on a un extremum la différentielle de f n’est pas forcément nulle mais est proportionnelle &
la différentielle de g. Finalement, plutdt que d’écrire Iidentité ci-dessus en terme de ¢ (que
'on ne connait toujours pas), on écrira plutdt le systéme

{Df(ar,y) = ADg(z,y),
g(z,y) = 0.

est évidente. Autrement dit on a D f(z, p(z)) = ADg(x, p(z)) avec A = La o

Voyons ce que cela donne sur I'exemple. On a

of of g g
ey =3, L) =4, Z(a,y) =20, F(a,y) = 2.
90Ty =3 5 @) =45 (zy) =22, 5 (wy) =2
g g . :
On constate que a—(az‘,y) et a—(:c,y) sont tous les deux nuls uniquement en (0,0) qui ne
Z )

satisfait pas la contrainte g(z,y) = 0. En chaque point (z,y) de la contrainte on pourra donc
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appliquer la stratégie ci-dessus (exprimer y en fonction de = ou I'inverse via le Théoréme des
fonctions implicites). On cherche donc x, y et A tels que
3 = 2\ (
4 = 2y (
2?4+ -1 = 0 (9(z

|| Qv|§v Sflca

)
poh

La premiére équation impose que A # 0 et donc on a x = % tandis que y = % En remplacant

dans la derniére équation on obtient A\ = 2 et donc \ = j:g. On trouve alors les couples
(x,y) correspondants : (%, %) et (—%, —%). On sait qu’il doit y avoir un maximum et un

minimum, I'un de ces points correspond au maximum et ’autre au minimum. Pour décider

= “JISi %’I\

il suffit de calculer la valeur de f en chacun de ces deux points. On trouve f (5, 5) =5 et
f (—%, —%) = —5. Le maximum de f sur D est donc 5 et son minimum —5.

On va voir que la méme stratégie s’applique pour des fonctions de n variables et lorsqu’il
peut y avoir plusieurs contraintes. Commencons par le cas d’une seule contrainte. On a vu
que 'important était de pouvoir appliquer le Théoréme des fonctions implicites en n’importe
quel point de la contrainte.

Définition 4.6. Soit U C R" un ouvert et g : U — R. On dit que ' := {x € U | g(z) = 0}
est une contrainte réguliere si pour tout v € I' il existe i € {1,...,n} tel que 8_( z)#0. En
T

d’autres termes, si pour tout x € I' on a Dg(x) # 0, ou encore (puisque Dg(x) : R* — R) si
Dg(x) est surjective.

Définition 4.7. Soit U un ouvert de R™, f,g: U — R de classe C' et T :={x € U|g(x) =
0}. On dit que [ posséde un extremum local relatif a la contrainte T' en a € T si f[r posséde
un extremum local en a.

Théoréme 4.8. Soit U un ouvert de R", f,g : U — R de classe C! telles que T' :=
{r € Ulg(x) =0} soit une contrainte régulicre. Si f posséde un extremum local relatif a la
contrainte I' en a € I' alors il existe (un unique) X € R tel que D f(a) = ADg(a). Le nombre
A est appelé un multiplicateur de Lagrange.

Attention !! Il est important que f et g soient définies sur un ouvert! On a vu dans le cas
n = 2 que l'idée était de chercher un extremum de h(z) = f(z, p(z)), ¢ étant donnée par le
Théoréme des fonctions implicites, et pour cela d’avoir h/(x) = 0. A nouveau, ceci n’est vrai
que si x est dans un ouvert ! Il ne faut cependant pas confondre ’ensemble U sur lequel sont
définies f et g avec la contrainte I' sur laquelle on cherche les extrema de f. Dans I'exemple,
U = R? est bien ouvert tandis que I' = {(z,y) € R? | 2% + y?> — 1 = 0} est lui un compact.

Démonstration. Supposons que f posséde un extremum local relatif a la contrainte I" en a.

0
8g (a) # 0. Quitte & intervertir I'ordre
T

des variables on peut supposer que i = n. On écrit a = (d/,a,) € R x R.
D’aprés le Théoréme des fonctions implicites, il existe des voisinages (ouverts) V de a’ et
W de a, et une fonction ¢ : V' — W de classe C* tels que pour tout x = (2/,z,,) € V. x W on

Puisque la contrainte est réguliére, il existe ¢ tel que
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ait g(z) = 0 si et seulement si x,, = (2'). Autrement dit, z € (V x W)NT si et seulement si
x, = p(2’). La fonction h(z’) = f(2’, ¢(2')) définie sur I'ouvert V' posséde donc un extremum
local en @' et on a ainsi Dh(a’) = 0. Si on note D, f(z) la différentielle partielle de f par
rapport a 2’ € R*~! on a, par différentiation de fonctions composées,

0= Dh(da') = Dy f(a) + aaf

(a) x Dp(d"). (4.5)

n

Par ailleurs on a, cf (4.1),

Dele!) = ~(Dag)@) ™ o Dagle) = - ( @) x Digla)

dg
ox,,

(Ici la “deuxiéme variable” est z,, € R donc Dyg(a) : R > k — (a)k € R.) En remplacant

Dyp(a’) dans (4.5) on a alors

_of 99 )
Dif(o) = @) % (@) x Digla)
Comme par ailleurs

of of dg N\ ' g
@ = @ (@) x @

-1
est évidente, on obtient D f(a) = ADg(a) avec A = 88;5 (a) x (aaxg (a)) :

L’unicité de A est immédiate puisque Dg(a) # 0. a

Passons maintenant au cas ou on a plusieurs contraintes g1, ..., ¢,,. On prendra toujours
m < n (si on am >n on aau moins autant de contraintes que la dimension de espace de
départ et ’ensemble sur lequel on aura a chercher les extrema de f sera typiquement vide
ou un nombre fini de points). On notera g = (g1,...,9m) : U C R* — R™.

Définition 4.9. Soit U C R™ un ouvert et g : U — R™. On dit que I' := {z € U | g(z) = 0}
est une contrainte réguliere si pour tout x € I' la différentielle Dg(x) est surjective, i.e.
Dg(x) est de rang m.

Cette définition est la généralisation de la Définition 4.6, I'idée étant toujours de pouvoir
appliquer le Théoréme des fonctions implicites en n’importe quel point de la contrainte I'.

Théoréme 4.10. Soit U un ouvert de R", f: U — R et g: U — R™ de classe C! telles que
[':={z € U|g(x) = 0} soit une contrainte régulicre. Si f posséde un extremum local relatif &
la contrainte I en a € T' alors il existe (un unique) A € L(R™,R) tel que D f(a) = Ao Dg(a).
De fagon équivalente, il existe (A1, ..., A\y) € R™ tels que

Df(a) = MDgi(a) + -+ + AnDgm(a).

Les \; sont appelés des multiplicateurs de Lagrange.
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Démonstration. Supposons que f posséde un extremum local relatif a la contrainte I' en
a. Puisque la contrainte est réguliére, il existe m colonnes de Jg(a) qui sont indépendantes
(Jg(a) est de rang m). Quitte & intervertir 'ordre des variables, on peut supposer que ce sont
les m derniéres. Si on note = = (y,z) € R*™™ x R™ et a = (b, ¢), cela signifie que Dsg(a)
est inversible et on peut alors appliquer le Théoréme des fonctions implicites au point a.

Il existe des voisinages (ouverts) V' de b et W de ¢ et une fonction ¢ : V-.— W de classe
C! tels que pour tout z = (y,2) € V x W on a g(x) = 0 si et seulement si 2 = ©(y).
Autrement dit, = € (V x W) NT si et seulement si z = ¢(y). La fonction h(y) = f(y, o(y))
définie sur 'ouvert V posséde donc un extremum local en b et on a Dh(b) = 0. Si on note
D f(x) la différentielle partielle de f par rapport a y € R*™™ et Dyf(x) celle par rapport a
z € R™ on a, par différentiation de fonctions composées,

0 = Dh(b) = D1 f(a) + Dyf(a) o Dip(b).
Par ailleurs on a, cf (4.1),

D¢(b) = —(D2g)(a))™" o Dig(a),

et donc
Dy f(a) = D2 f(a) o (Dag)(a))~" © Dig(a).
Comme par ailleurs
Dy f(a) = D2 f(a) o (D2g)(a)) ™" © Dag(a)
est évidente, on obtient
Df(a) = ADg(a)

avec A = Dyf(a) o (Dag)(a))™'. On a bien A € L(R™,R) puisque Dyg(a) € L(R™,R™), et
donc (Dag)(a))™ € L(R™,R™), et Dyf(a) € L(R™, R).
L’unicité de A découle du fait que Dg(a) est de rang m. En effet, si A : (hy,..., hy) —
AMhi+ - ANk, Ona
Df(a) = M Dgi(a) + - + A Dgm(a),

et Dgi(a), ..., Dgy(a) sont linéairement indépendantes puisque Dg(a) est de rang m, ce qui
prouve l'unicité des A; et donc de A. O

Dans la pratique, pour chercher les extrema d’une fontion de n variables lorsqu’on a m

contraintes on aura a résoudre un systéme de n + m équations (n équations exprimant que
m

0 Jg;
Df(a) = MDgi(a) + - -+ A\pDgp(a), soit aa‘i (a) = ; A a‘aq:jl (a) pour tout i =1,...,n, et
m contraintes) a n + m inconnues (x1,...,2T, et Ay, ..., Ap).

Exemple 4.6. On veut trouver les extrema de la fonction f(x,y,2) = x? + y* + 2% sous la

contrainte
r+y = 1,
24222 = 4.

Si on note g = (g1, g2) avec gi(x,y,2) =3z +y — 1 et go(x,y,2) = 2 + 222 — 4, on cherche
donc les extrema de f sur l'ensemble T := {(z,y,2) € R*| g(z,y,2) = 0}. L'ensemble T est
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fermé dans R? et il est borné (en effet si (x,y,z) € T on doit avoir x*> < 4, duquel on déduit
y? = (1 —3x)? <49, et 22 < 2). Donc T est compact et comme f est continue elle posséde
un minimum et un maximum global.

On vérifie ensuite que I' est une contrainte réguliére. On a

3.1 0
Jg(x’y”z):(zc 0 4z)'

On voit que J,(x,y, z) est toujours au moins de rang 1 (la premiére ligne n'est jamais nulle)

2x 3

et qu’elle est de rang 2 saufsi [ O | =X | 1|, ce qui n'est le cas que si x = z = 0. Comme
4z 0

92(0,y,0) = —4 # 0, de tels points ne sont pas sur la contrainte et donc en chaque point de

la contrainte J, est de rang 2. On peut donc appliquer le Théoréme 4.10. Si (x,y, z) est un
extremum de f sur I' il existe A\, Ay tels que Df(x,y,2z) = M Dgi(z,y,2) + AaDga(x,y, 2).
On doit donc résoudre le systéme suivant

r 20 = 3A| + 2z (% = )\1% + )\2%)
2y = M (% = 0% + 2%
72 —+ 22 _4 = (92(%%2) _ )

La 3¢ équation donne z = 0 ou Ay = % St z = 0 on déduit de la derniére équation que
xr = %2 puis on trouve y a partir de la 4¢, \y de la 2¢ et enfin Ay de la 1e. On obtient ainsi
les points (2,—5,0) avec \y = —10 et Ay = g et (—2,7,0) avec \y = 14 et Ay = % Si Ay = %
on a alors le systéme

2 _ 6 . - L 2 _ 7104
19,I— 19’y_19 361

6 1 48/l _ 2 1
<19,19,i T ) avec A\; = 15 et Ay = 3.

et on trouve que Ay = On a ainsi les deuxr points

19
Pour finir on calcule la valeur de f en chacun de ces points :

6 1 8\/ﬁ>:f<6 1 isﬁ) 741

2,-5,0) =29, f(—2 = = — ) =
f( Y 570) 97 f( 7770) 53’ f (197 197 19 19’ 197 19 361

On sait que au moins l'un de ces points correspond au minimum et au moins ['un au maxi-

mum. On a finalement min f = % (atteint en deuz points) et max f = 53.
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