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TD 2 : Séries de Fourier
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Exercice 1. On considere la série trigonométrique E —_—
2n+1

n>1
a) Montrer que cette série converge normalement sur R. On note g(x) sa somme.
b) Calculer g(z). Indication : sin(#) = Im(e®).
¢) Quelle est la série de Fourier de g ?

sin(nzx).

Exercice 2. [Criteres d’ Abel]
a) Soient (uy)n>0 et (Vn)n>o deux suites de nombres complexes. On notera (V,),, la suite des

sommes partielles de la suite (v,,),, i.e. V;, = Z v, avec la convention V_; = 0. Montrer que pour

k=0
n n—1

tout entier n > 1 on a Z UV, = UpVy + Z(uk — Ug+1)Vj. Cette transformation est appelée
k=0 k=0

transformation d’ Abel.
b) On suppose que
1. (uy,), estréelle, décroissante et tend vers 0,
2. la suite des sommes partielles (V/},),, est bornée.

Montrer que » _ u,v,, converge. On appelle ¢a le critére d’ Abel. C’est une généralisation du critére
des séries alternées. Ce dernier correspond en effet au cas particulier v,, = (—1)".

¢) On suppose maintenant que (uy,), et (v, ), sont des suites de fonctions définies sur un intervalle
I et on suppose que

1. pour tout n la fonction u,, est a valeurs réelles,

2. pour tout z € [ la suite (u,(z)), est décroissante,
3. la suite (u, ), converge uniformément vers 0,
4

. la suite des sommes partielles (V/},),, est uniformément bornée, i.e. il existe M € R tel que
pour tout z € [ ettoutn € Nona |V, (z)] < M.

Montrer que la série de fonctions > u, (x)v,(x) converge uniformément sur I. On appelle ¢a le
critere d’ Abel uniforme.

Exercice 3. Le but de cet exercice est d’étudier la convergence des séries trigonométriques

inx

Z ena | Z Coségx) ot Z sinT(sz)7

n>1 n>1 n>1

ol @ €]0, 1]. Lorsqu’elles convergent on notera respectivement f(x), g(z) et h(x) leur somme.



a) Montrer que pour tout k¥ € Z et tout 6 > 0 les séries convergent uniformément sur I, s =
[2km 4 6,2(k + 1)m — 4]. Indication : on pourra essayer d’appliquer le critére d’ Abel uniforme.
b) En déduire que les fonctions f,g et h sont bien définies et continues sur R \ 27Z.
¢) Les séries convergent-elles simplement sur R ? Normalement sur R ? Normalement sur les I, 5 ?
+00 ;

. , ) sin(x T

Exercice 4. Le but de I’exercice est de montrer que / (z) dr = 5
0 x

a) Montrer que I’intégrale converge. Indication : pour la convergence en +00 on pourra commencer
par faire une intégration par parties.

b) Pour tout n € N on définit la fonction D,,(x) = Z e’k

k=—n
i) Montrer que [ D, (z)dz = 27.
SI +1
ii) Montrer que D, (z) = 2n+ 1six € 2nZ et D, (x) = w sinon.
sin(%
2
1 2
¢) Soit f la fonction définie sur [—m, 7] \ {0} par f(z) = — B Montrer que f est prolon-
sin(3) @

geable par continuité en (. Indication : on pourra faire un DL3 de la fonction sin.
T 1
d) Montrer que lim / f(z)sin <(n + 5) x) dz = 0. Indication : sin(a + b) = - - -.
n—oo [

+oo :
e) En déduire la valeur de I’intégrale / M dzx.
0 x

Remarque : les fonctions D,, sont appelées les noyaux de Dirichlet (cf polycopié du cours, Section
1.4.1).

Exercice 5. Soit f la fonction 27-périodique, impaire, définie sur [0, 7] par f(z) = z(7 — x).

a) Vérifier que f est continue et C' par morceaux. Représenter graphiquement la fonction f sur
I'intervalle [—37, 37].

b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

¢) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

d) Justifier rapidement que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

(—1)" 1 1
2o L@y X

n>0 n>0 n>1

Exercice 6. Soit f : R — R définie par f(z) = max(sin(z),0).
a) Représenter graphiquement la fonction f sur I'intervalle [—27, 37].

b) Calculer les coefficients de Fourier de f. On pourra au choix utiliser les coefficients exponentiels
ou trigonométriques.

¢) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
d) Justifier rapidement que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

1 (=)
E:Mﬂ—l ot E:mﬂ—r

n>1 n>1




. . . PP 1 st ze|-1,1],
Exercice 7 (CC1 - 2020). Soit f la fonction définie par f(z) = { 0 s ze }[_ . ]—1[U]1, l,
et 2m-périodique .
a) Représenter graphiquement la fonction f sur I’intervalle [—3m, 37].
b) Montrer, en justifiant soigneusement votre réponse, que f est C'* par morceaux. La fonction f
est-elle continue ?
¢) Calculer les coefficients de Fourier de f.
d) Justifier que la série de Fourier de f converge simplement sur R et donner pour tout = € [—, 7]
la valeur de sa somme. La convergence est-elle uniforme ? Justifiez votre réponse.
e) Calculer, en justifiant 1’application des théoremes utilisés, les sommes des séries numériques
suivantes :

oo

sin®(n) . sin(2n) =L sin(2k 4 1)
2 Y Z Y YT

- 2n — 2k+1

WE

sin(n) f: (—1)"sin(n)

n
n=1 n=1 n

n

I
—
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Exercice 8 (Examen - 2020). Soit f la fonction 27-périodique définie par f(z) = % pour tout

x € [0,27][.
a) Montrer que f est C' par morceaux et tracer son graphe sur [—4m, 47].
b) Montrer que les coefficients de Fourier trigonométriques de f vérifient
B 272 1 s

ao(f) 5 et, pour toutn > 1, a,(f) =

¢) Justifier que la série de Fourier de f converge simplement sur R et donner pour tout = € [0, 27]
la valeur de sa somme.

n2 n

d) Calculer, en justifiant I’application des théoremes utilisés, les sommes des séries numériques

2o X w4 Xy

Exercice 9. Soit a € R*. On considere la fonction 27-périodique définie pour tout = € [0, 27| par
fa(x) = €%,
a) Déterminer la série de Fourier de f,.

b) Montrer que pour tout a € R* la série Z % converge et calculer sa somme.
n>1 as+mn

Justifi l'ool—oolEd’d'lldOOl
¢) Justi erqueali%zlm = Zlﬁ n déduire la valeur e;ﬁ.
Exercice 10. Soient o € R\ Z et f la fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7] par f(z) = e'*®.
a) Vérifier que f est C'! par morceaux.
b) Déterminer les coefficients de Fourier exponentiels de f.
¢) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
d) Calculer S(f)(7) et montrer que

(e 9]

1 2 cos(ar)
- = R\ Z.
o nz_: a? —n? 7Tsin(omr) ’ va € R\

3



e) Justifier que pour tout = € |0, [ on a

cos(x) =
1
sin(x) ; x? — n27r2 M
t 1
Soit g : [0, 7[— R définie par ¢g(t) = (sjlor?((ti — sit#0etg(0)=0.

f) Justifier que la série apparaissant dans le membre de droite de (1) converge normalement vers g
sur tout intervalle [0, x] avec x < 7. (Cela prouve en particulier que g est continue en 0.)

g) En intégrant soigneusement (1) montrer que pour tout 2 € |0, 7| on a

sin(w H ( nw)

En déduire que pour tout x € | — m, m[onasin(z) =z H (1 — 2>
n2mw

Remarque : ce développement du sinus en produit 1nﬁn1 est da a Euler.
2m
Exercice 11. Soit f une fonction 27-périodique continue et C' par morceaux telle que / f(t)dt =
0
2 2
0. Montrer que / If()2dt < / | £/ (t)]? dt et étudier le cas d’égalité.
0 0

Exercice 12. Soit 2y € C tel que |29| = 1, @« € R\ 27Q et (2 ), la suite définie par récurrence par
2k11 = €z, pour tout k € N (I’application R, : 2z — €'z correspond 2 la rotation de centre O et
d’angle o).

N
a) Montrer que si P(z) = Z c,e™” est un polyndme trigonométrique alors pour tout # € R on
n=—N
2w
1 P(0 k) P(t)dt.
o g 2P0+t o [P

b) Soit U I’ ensemble des nombres complexes de module 1. Justifier que si f : U — C est continue
alors la fonction g définie sur R par g(t) = f(e") est continue et 27-périodique.

¢) Montrer que pour toute fonction continue f : U — Cettout zo € Uon a
2

i g = g [T

Indication : on pourra considérer la fonction g de la question précédente et utiliser le Théoreme de
Weierstrass.



