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TD n°l: Topologie de R”

Exercice 1. On définit, pour z = (x4, ..., x,) € R",

n n %
Izl = lal, zlls = (Z Ixi\2> et |[zllo = sup |zi|.

i=1 i=1 =1,

a) Montrer que || - ||; et || - ||« sont des normes sur R".

b) Soient z,y € R™. Vérifier que pour tout t € R, || +ty|5 = #*||y||3 +2tz:ciyi + ||zl et

1=1
n

E TiYi
i=1
c¢) Dessiner la boule unité associée a chacune des normes ci-dessus (pour n = 2).

montrer que < ||z|l2]ly||2- En déduire que || - [|2 est une norme sur R™.

d) Montrer que pour tout z € R™, on a ||z]|o < |z]l2 < ||z|l1 < n||2]|c. En déduire que les
normes || - ||1, || - ||2 et || - ||oo SONt toutes équivalentes.

Exercice 2. Pour tout (z,y) € R?, on définit N((x,y)) = sup |z + ty|.
te[0,1]

a) Montrer que N définit bien une norme.
b) Dessiner la boule unité pour cette norme.

Exercice 3. Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé, et soit (z,),en une suite dans E qui
converge vers [, i.e. lim ||z, — | =0.
n—oo

a) Montrer que la suite (||z,||)nen converge dans R. Quelle est sa limite?
b) Montrer que la réciproque est fausse en cherchant un exemple avec E = C.

c¢) Soit N une autre norme sur F équivalente a || - ||. Montrer que la suite (x,,) converge aussi
vers [ pour la norme N.

Exercice 4. On note E l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour P =

Zaka € E, on pose N(P) = sup{|P(z)|;z € [0; 1]} et N(P) = sup |ayl.

k=0 0<k<n

a) Montrer que N et N définissent des normes sur E.

b) Déterminer N(X™) et N(X™).

c) Etudier la convergence de la suite de polynémes (X"),, pour chacune des deux normes.

d) Les normes N et N sont-elles équivalentes?



Exercice 5. Parmi les ensembles suivants, préciser ceux qui sont ouverts.

a) (Iei n=1)[0,1], ]0,1], ]1,3[, | — 2,4[U]5,6][, | — o0, 1], ]1,400].

b) (Icin =2) | —2,1[x[0,3], [0,1] x {9}, {(z,y) € R?; y = ‘%2}’ {(z,y) € R?; y —a° > 0},
{(z,y) e R?; ay < 1}, {(z,y) e R?; a <z < b}, {(z,y) e R%, 2% — 3> > 1 et 2% + 9% < 2}.

Exercice 6. Soit I un ensemble au plus dénombrable et soit (O;) une famille d’ouverts de

R™.
a) Montrer que U O; est un ouvert de R™.
i€l
b) Si I est fini, montrer que ﬂ O; est un ouvert de R".
iel
N 11 ,

c) Déterminer ﬂ ]1 — —; 1+ —[. Comparer ce résultat avec le (b).

iEN* " "

*x Exercice 7. Soient p € |1,4o00[ et ¢ = p/(p — 1). Pour tout = = (z1,---,x,) € R", on

1

n P

définit ||z, = (me) .
k=1

a) Montrer que la fonction In(z) est concave. En déduire que si a et b sont des réels positifs

al bl
ab < — + —.
p q
b) Soient x,y € R™. En appliquant a) a
ap = || et by = || :
1l 1yllq
montrer 'inégalité de Holder
> wre| < lzlpllyl
k=1

c) Soient z,y € R" et 2 = ((x1 +y1)P ', -, (zn + yu)P"') € R™. En appliquant I'inégalité
de Holder a x et z puis a y et z, montrer que

1z +yllp < [lllp + [yllp-
d) Montrer que ||.||, est bien une norme sur R™.

e) Montrer que pour tout p > 1 et pour tout € R, ||z]|» < ||z]/, < ne ||| 0o- (On rappelle
que ||z|lc = sup |zg|). Quelle est la limite de ||z, lorsque p tends vers +oo?

1<k<n
* Exercice 8. Soit A C R". On définit l'intérieur de A par
A= {z € R";3r > 0 tel que B(z,r) C A}.
a) Montrer que Ac A

b) Montrer que A est ouvert et que A = A si et seulement si A est ouvert.
c) Pour les ensembles de l'exercice 5, déterminer leur intérieur et leur adhérence.



