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TD n°6: Produits scalaires et endomorphismes symétriques.

Exercice 1. Montrer que I’application ( , ) : R? x R? — R définie par
1 1
(z,y) = %351 — T + T3 ﬁyl — Y2+ Yz | + (v2 — 23) (Y2 — y3) + 3733

est un produit scalaire et en donner une base orthonormée.

Exercice 2. Pour quelles valeurs de A € R les formes bilinéaires symétriques ci-desssous définissent-
elles un produit scalaire sur R3?

a) (z,y) = z1y1 + 622y2 + 3x3y3 + 221y2 + 222y1 + 3Az1Yy3 + 3AT3Y1.
b) (z,y) = x1y1 + 1022y2 + 3x1y2 + 3xay1 + AT3ys — To2ys — T3Yo.
©) (z,y) = 2x1y1 + TT1y2 + Txay1 + 8Toys + 3x3y3 + AT2ys + Az3ys.

Exercice 3. Sur R?[X], on définit, pour P(X) = ag+ a1 X + as X? et Q(X) = by + b1 X + b X2,
(P, Q) = (a0 + a1)by + (ao + 3a1)b1 + 3azbs.

a) Montrer que c’est un produit scalaire.
b) Déterminer une base orthonormée.

Exercice 4. On munit R* de la forme bilinéaire B définie, dans la base canonique, par

B(z,y) = 2191 + 272y2 + 4x3y3 + 18T4ys + T1y3 + T3y1 + 272y + 274Y2 + 673y4 + 624Y3.
a) Montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
b) Ecrire la matrice de B dans la base canonique de R*.

¢) Soit I le sous-espace de R* défini par les équations

331—1'2+933—$4 =
To—2x4 = 0

)

Déterminer F'- et vérifier que F' @ F*+ = R%,
Exercice 5. On considere les vecteurs v; = (1,1,1), vy = (0,1,1) et vz = (0,0, 1) de R* muni de
3
son produit scalaire usuel, i.e. (z,y) = Z Ty
i=1

a) Vérifier que B = (vy, v9, v3) forme une base de R3.
b) Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Schmidt pour transformer 5 en une base orthonormée.

Exercice 6. Méme exercice que le précédent avec les vecteurs v; = (1,0,1), vo = (1,0,2) et
V3 = (1, 1, 1)



Exercice 7. On munit R3 de son produit scalaire usuel. Soit F le sous-espace vectoriel engendré
parv; = (1,1,0) et vy = (1,2, 1).

a) A 'aide du procédé d’orthogonalisation de Schmidt déterminer une base orthonormée de F'.

b) Compléter cette base en une base orthonormée de R3.

Exercice 8. Déterminer une base orthonormée de Ry[X] muni du produit scalaire (P,Q) =

) P(2)Q(x)da.

Exercice 9. Soit £ un espace de dimension fini » muni d’un produit scalaire et F' un sous-espace
de E. On note ' I’orthogonal de F pour ce produit scalaire. Le but de 1’exercice est de montrer
que F® F+ = E.

a) Montrer que F' N F*+ = {0}.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée (e, ..., e,) de F.

¢) Montrer que I’on peut compléter (ey, ..., e,) en une base orthonormée (ey, ..., e,) de E.

d) Montrer que pour tout j > ponae; € I L. Conclure.

Définition: Si £ est un ev de dimension fini muni d’un produit scalaire et ' un sous-espace de
E, on appelle projection orthogonale sur F' la projection sur F' parallelement 2 F-, ¢’est-a-dire
I’application linéaire p : E — E définie par: siz =y + zavecy € F et z € [+ alors p(x) = .

Exercice 10. On munit R* de son produit scalaire usuel. Soiente; = (1,0,1,0), e5 = (1,—1,1, —1)
et [' = Vect(ey, e2).

a) Déterminer une base orhonormale de F et I’étendre en une base orthonormale de R*.

b) Déterminer la matrice dans la base canonique de R* du projecteur orthogonal sur F.

Exercice 11. On considére R? muni de son produit scalaire usuel.
a) Déterminer I’orthogonal du plan vectoriel x + 2y — 3z = 0.

b) Déterminer la matrice qui représente dans la base canonique de R? la projection orthogonale sur
le plan z + 2y — 32 = 0.

Exercice 12. Soit Q : R* — R* définie par Q(z) = 22 + 23 + 21129 + 221273 + 27104 + 27973 +
2x974 + 4x374. Onnote W C R* le sous-espace défini par

W:{I‘$1+JZ2+2£L’3:0 et J]1+ZE2:0}.
a) Déterminer W+ puis W N W+,
b) A-t-on W N W+ = {0}? W + W+ = R*? Que peut-t-on en déduire sur la forme quadratique
Q?
¢) Ecrire la matrice de la forme polaire de () dans la base canonique. Quel est son rang? sa
signature?
d) Déterminer le cone isotrope de ().

Exercice 13. Diagonaliser chacune des matrices symétriques suivantes dans une base orthonormée.
5 —1 2 -2 =2 1 -1 1 1

aA=| -1 5 2 ]. bA=| -2 1 -2 |. ¢) A= 1 -1 1
2 2 2 1 -2 =2 1 1 -1



