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TD n°5 : Formes bilinéaires et formes quadratiques.

Exercice 1. Parmi les expressions ci-dessous, déterminer celles qui définissent une forme bilinéaire
sur I’espace indiqué. Ecrire la matrice dans la base canonique de chacune des formes bilinéaires et
indiquer lesquelles sont symétriques.

a) By (z,y) = 2z1y1 — 479ys + 3T1ys, sur R2, e) Bs(z,y) = 1179 — 8Yy1 73, sur R%.
b) Bo(x,y) = 2191 + 8x2yy + 3To, sur R, f) Bs(z,y) = 0, sur R?.

¢) Bs(z,y) = 2x1y1 + 371y + 679y2 + 3T2y1, sur R%, g) B:(z,y) = 3, sur R?,

d) By(z,y) = x1y1 + T2¥2 + T3ys, sur R®,

Exercice 2. Pour chacune des matrices suivantes, écrire la forme bilinéaire sur R"™ (n étant la
dimension de la matrice) dont c’est la matrice dans la base canonique.

100 10 4 2‘118}
Alz O].]., AQI 0117 A3:

1 1 2 4 1 0 0001

1 1 1 1

Exercice 3. Pour chacune des formes bilinéaires suivantes, calculer sa matrice M, dans la base B3;
et sa matrice M, dans la base B,. Calculer P, la matrice de passage de B; vers Bs, et vérifier que
M2 - tPMl P

a) By : R? x R? — R définie par Bi(z,y) = 11y> + 3y122, By = {(é) , (?)} et By =

1\ /1
(OO
b) B, : Ry[X] x Ry[X] — R définie par By(P,Q) = P(2)Q(1), By = {1,X, X%} et By =
{1, (X = 1), (X2 =3X +2)}.
©) By : Ro[X] x Ry[X] — R définie par Bs(P,Q) = [, P(¢)Q(1 — z)dz, By = {1, X, X} et
By={1,(X —1),(X*— X)}.

Exercice 4. Soient £/ un R-espace vectoriel et B = (ey, es, e3) une base de £. Soit B la forme

bilinéaire de E dont la matrice dans la base B est

— = o

11
11
1 2
a) Pourquoi B est-elle une forme bilinéaire symétrique?

b) Donner I’expression de B dans la base B.

¢) Vérifier que C = (eq, —%el + €9, —es + e3) est une base de £ et donner la matrice de B dans
cette base.

d) Quel est le rang de B?



Exercice 5. Soit F un R-espace vectoriel muni d’une base B = (e1, €9, €3) et soient B et By deux
formes bilinéaires sur £ dont les matrices dans la base B = (e, ez, e3) sont

1 -1 0 0 1 3
My=| -1 =3 —2 et My=|1 -2 -1
0 2 -1 : -2 0

a) Donner les matrices de By et B, dans la base C = (vy, vo, v3) de E o

1 1 1 1
v =e;, U= 561 + 562, Vg = —561 - 562 + €e3.

b) Déterminer les rangs de B et B,.

Exercice 6. Donner la forme bilinéaire associée a chacune des formes quadratiques suivantes, sa
matrice dans la base canonique de R? et son rang.

a) Qi (z) = 22. d) Q4(z) = 23 + 923.

b) Q2(z) = x125. e) Qs(x) = 3w o — 2.

©) Qs(z) = 22% — La12. f) Q¢(x) = 422 + 6x179 — 373.

Exercice 7. Soit ) : R®> — R la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique de R3
1 10

est| 1 1 2
020

a) Donner I’expression ()(x) et expliciter la forme bilinéaire symétrique associée (on parle de
forme polaire).

b) Vérifier que les vecteurs
1
U1 = 0 ) Vg = _% ) U3 = _% )
0 —3
forment une base de R? et donner la matrice de () dans cette base.
¢) En déduire le rang et la signature de Q).

Exercice 8. Pour chacune des formes quadratiques définies sur R? suivantes, donner sa forme
polaire et utiliser la méthode de Gauss pour déterminer sa signature et en déduire une base orthog-
onale.

a) Qi(x) = 22 + 2z, 5. f) Qs(z) = 07 — v120 + 122,
b) Q2(z) = 423 + 81179 + 5. g) Qr(z) = —2% + 2z,29 — 322
) Qs(z) = 4at — 3. h) Qs(z) = x] — 6129 + 923,
d) Qu(z) = —2? + dwyx9 — 422, i) Qo(z) = 6129 — 923 — 27,
e) Qs(v) = —22 + x119 — 373 j) Quo(x) = 22125,

Exercice 9. Méme exercice que le précédent pour les formes quadratiques définies sur R? suiv-
antes.

a) Qi(v) = —2? — 23 — 222 + 211 2s. e) Qs(x) = 3 — 2119 + 1173 + 27973 + 272,
b) Qs(z) = —4:51 — 23 + 4wy 23 — 222 + 22013, f) Qs(z) = :cl — 23 + 23113 + dxows + 223,
©) Q3(x) = a3 — 2x1w9 + 225 — 2wy 03 + 52 — 2w973. 8) Q7(7) = 73 + 179 + 27123

d) Qu(z) = =322 + 2w129 — 3 + 4xom3 — 822 h) Qs(z) = 2z 29 + 42123,



Exercice 10. Soit £ = M5(RR) I’espace vectoriel des matrices réelles 2 x 2.
a) Montrer que ’application Q)(A) = Det(A) définit une forme quadratique sur F.
b) Donner la matrice de sa forme polaire dans la base canonique de £:

s={(50) (53) (1) (s 0)}

¢) Donner le rang et la signature de Q).
d) Préciser I’ orthogonal pour () du sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle.
e) L’application Q(A) = Det(A) définit-elle une forme quadratique sur M, (R) si n # 2?

Définitions: Une forme quadratique (), de forme polaire B, est dite:

e définie si pour tout x # 0 on a Q(x) # 0.
e dégénérée s’il existe = # 0 tel que B(x,y) = 0 pour tout y € F. Si F est de dimension n,
() est dégénérée si et seulement si ’application £ > x — [y — B(x,y)] € E* n’est pas
injective et donc si et seulement si rg(B) < n.
On remarque que si () est dégénérée elle est nécessairement non-définie (s’il existe z # 0 tel que
B(z,y) = 0 pour tout y € E on a en particulier Q(z) = B(z,z) = 0).
L’ensemble des vecteurs = € E tels que Q(z) = 0 s’appelle le cone isotrope de (). L’ensemble
des vecteurs x € F tels que B(z,y) = 0 pour tout y € E s’appelle le noyau de B (ou de Q).

Exercice 11. On considere la forme quadratique Q(z) = 223 + 2123 + 2axox3 + 213 définie sur
R3 et oll @ € R est un paraméetre. Pour quelles valeurs de a la forme quadratique Q est-elle

a) non-dégénérée?
b) non-définie?

Exercice 12. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3, et B = (e, €2, e3) une base de £. On
définit une forme bilinéaire symétrique B sur F

B(€17€1) = B(@Q,GQ) = —B(€3,€3) =1 et B(61,62> = B(€1,€3) = B(€2,63) = 0.

a) Montrer que B n’est pas dégénérée.
b) Si F' = Vect(e; + e3, e + e3 + e3), est-ce que B restreinte a F' est non-dégénérée?

Exercice 13. Soit £ = Ry[X] et Q : F — R définie par Q(P) = P(0)P(1).

a) Vérifier que () est une forme quadratique et donner sa forme polaire B.

b) Déterminer la matrice de B dans la base (1, X, X?) de E.

¢) La forme () est-elle positive, négative?

d) Soit P(X) = X? + X + 1 et F = Vect(P). Déterminer V+ et V++,

e) Déterminer le rang et le noyau de B.

f) Déterminer le cone isotrope de (). Est-ce que c’est un sous-espace vectoriel de £?

g) Déterminer une base (P, Py, P,) de E telle que Q(aoPy + a1 Py + a3Ps) = a2 — a? et donner la
signature de ).

Exercice 14. Soit () : Ry[X| — R définie par Q(P) = P(1)P(2) + P(1)P(0).
a) Montrer que (Q est une forme quadratique sur Ry[X].
b) Déterminer sa signature et son rang.



Exercice 15. Pour chaque forme bilinéaire B ci-dessous: montrer que B est symétrique, calculer
Ker(B), donner sa signature et son rang, calculer 1’orthogonal par rapport a B du sous-espace
vectoriel F'.

a) B : R*xR3 — R définie par B(z,y) = x1y1+x2y1+x1y2 et ={r e R® |z + 29 + 13 = 0}
b) B : R3[X] x R3[X] — R définie par B(P, Q) = fo x)dr et F' = Ry[X].

Exercice 16.
1
a) On considere sur R,[X] la forme quadratique Q(P) = / P(z)P'(x)dx. Déterminer la signa-
0

ture de () ainsi qu’une base orthogonale pour ().
b) Méme question sur R,,[X] ol n est un entier fixé.

Exercice 17. Répondre par VRAI ou FAUX aux questions suivantes et justifier la réponse par une
démonstration ou un contre-exemple, selon le cas. Dans ce qui suivra, & est un R-espace vectoriel
de dimension finie et () une forme quadratique sur F.

a) Le noyau d’une forme quadratique est un sous-espace vectoriel.

b) La somme de deux vecteurs isotropes est un vecteur isotrope.

¢) Si Q(vy) > 0et Q(ve) > 0 alors Q(vy + vg) > 0.

d) La somme de deux formes quadratiques définies positives est définie positive.

e) Une forme quadratique bornée est nulle.

f) Si f et g sont deux formes linéaires, alors (z,y) — f(x)g(y) est une forme bilinéaire.
g) Le produit de deux formes bilinéaires est une forme bilinéaire.

h) Si fi,..., f, sont des formes linéaires et Ay, ..., \, des réels, alors Q(z Z Ai(fi(x 2 est

une forme quadratique.

i) Si f est une forme linéaire sur R?, alors (z,y) — f(z)f(y) est définie positive.

J) Soit () une forme quadratique sur R”. Alors le déterminant de sa matrice dans une base B3 est
indépendant de la base choisie.

k) Soit () une forme quadratique sur R". Alors le rang de sa matrice dans une base B est
indépendant de la base choisie.

1) Si () n’a pas de vecteur isotrope alors () est définie positive ou définie négative.

m) Soit ) une forme quadratique sur R? telle qu’il existe deux droites vectorielles D; et Do en
somme directe et telles que () soit définie positive sur D et sur Ds. Alors () est définie positive.
n) Soit ) une forme quadratique sur R? telle qu’il existe deux droites vectorielles D; et D, en
somme directe et telles que () soit définie positive sur D; et définie négative sur D,. Alors () est
de signature (1,1).

0) La somme de deux formes quadratiques de signature (1, 1) est une forme quadratique de signa-
ture (1, 1).

p) Soient @) et )’ deux formes quadratiques ayant la méme signature. Alors il existe des bases B
et B’ telles que Mg(Q) = Mg (Q').

q) Soient ) et ()’ deux formes quadratiques telles qu’il existe des bases B et B’ avec Mp(Q)) =
Mg (Q'). Alors @ et Q' ont la méme signature.

r) La signature de la forme quadratique Q(z) = (1 — x9)? + (z2 — 23)? + (23 — 21)? sur R3 est
(3,0).



