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Chapitre 1

Nombres complexes

1.1 Le corps C des nombres complexes

1.1.1 Forme algébrique d’un nombre complexe

Définition 1.1 (Forme algébrique des nombres complexes). Un nombre compleze est un nombre de la forme
2z =1+ iy ot (v,y) € R? et i est un nombre tel que i = —1. = est la partie réelle de z, notée Re(z), ety
est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

Remarque 1.1. Re(z) et Im(z) sont des nombres réels. Si Im(z) = 0 on dit que z est réel et si Re(z) =0
on dit que z est imaginaire pur.

Remarque 1.2. Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme
partie 1maginaire.

On note C l'ensemble des nombres complexes. On définit alors la somme et le produit de deux nombres
complexes z = x + iy et 2’ = 2’ + iy’ par

242 =@+ )+ily+vy), 22" = (zx’ —yy') +i(zy’ + 2'y). (1.1)

On vérifie alors facilement que la somme et le produit dans C vérifient les méme propriétés que dans R :
commutativité, associativité, distributivité.

Remarque 1.3. Une construction effective de C est donnée dans la Section 1./.
Définition 1.2. Le nombre Z = x — iy s’appelle le conjugué de z = = + iy.
On vérifie facilement que
e 242z =Z+ 2,

2z =722,

e o 0 0 0 o
w
Il
N

Définition 1.3. Le module de z est le réel positif noté |z| et défini par

|2| = Va2 + y? = V2Z.

Remarque 1.4. Si x est un réel, le module de x est la valeur absolue de x.

& Attention ! On ne peut pas comparer deux nombres complexes avec <, >, <, > (en particulier un nombre
complexe n’est ni positif ni négatif). Mais on peut comparer le module de deux nombres complexes.

Exercice 1.1. Vérifier que pour tous complexes z, 2z’ on a
a) 22/ +zz' = 2Re(2%).
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b) Re(z) < |Re(z)| < |z| et Im(z) < [Im(z)| < |z].
&) 2] = |2] x ||

Lemme 1.1 (Inégalité triangulaire). Soient z, 2’ deux nombres complexes. On a
Lo|z+ 2] <z + 2],
2. |l = 2|l < |z = 2]

Démonstration. 1. Soient z, 2z’ € C. On a alors
2+ 22 = (2+2)z+7) = (2+2)Z+7) = [2]* +2Re(22') + |2
En utilisant le b) de I’'Exercice 1.1 on en déduit que
|2+ 22 < 2P + 20227 + 172 = |2 + 202012 + 22 = (J2] + )%

On conclut en utilisant le fait que |z + 2’| et |z| 4 |2’| sont positifs et que la fonction 2 — /x est croissante

sur R.
2. On écrit |z] = [(z—2") + 2| < |z = 2|+ || dou |z] — |Z/| < |z —Z|. De méme on a |2/| — |z] < |2/ — z|.
En combinant les deux on obtient le résultat. O

Exercice 1.2. Donner une interprétation géométrique de Re(z), Im(2), |z|, Z, 2 — 2+ a ot a € C est donné.

1.1.2 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Proposition 1.1 (Forme trigonométrique d’un nombre complexe). Soit z € C non nul. Il existe r > 0 (en
particulier r est réel) et 0 € R tels que

z = r(cos() + isin(h)). (1.2)
Le nombre 0 s’appelle un argument du nombre compleze z et on le note arg(z).

Idée de démonstration. Au nombre complexe z on associe le point M du plan de coordonnées (z,y). Or tout
point du plan est aussi uniquement défini par sa distance a l'origine (qui est le nombre ) et 'angle entre le

demi-axe [0z) et le vecteur 0M. O

Y=TSin@p-o » M

O x¥rc086

Remarque 1.5. On a r = |z|.
Exercice 1.3. Mettre z = 2 + 2i sous forme trigonométrique.

Proposition 1.2. Deuzx complexes z = r(cos() + isin(0)) et 2/ = r'(cos(0') + isin(f')) sont égauz si et
seulement sir =1" et 0 =0 + 2kmw, k € Z.

Remarque 1.6. La proposition précédente montre que l’argument d’un nombre complexe n’est pas unique.
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Proposition 1.3. Soit z € C*. z admet un unique argument dans lintervalle | — m, ). Celui-ci est appelé
argument principal de z et est noté Arg(z).

Proposition 1.4. Soient z,z' € C* et 0,60" des arguments de z et 2’ respectivement. Alors 6 + 6’ est un
argument de zz'.

Exercice 1.4. Démontrer la proposition précédente.

Proposition 1.5 (Formule de De Moivre). Pour tout n € Z et € R,

’ (cos@ +isin @)™ = cos(nh) + isin(nh) ‘

Démonstration. Pour n € N, elle se fait par récurrence en utilisant la Proposition 1.4. Pour n négatif, on
note que (cosf + isinf)~! = cosf — isinf = cos(—0) + isin(—0) et on applique ce qui précéde a —0 et
—n €N. (]

1.2 Exponentielle complexe

1.2.1 Exponentielle d’'un nombre complexe

Définition 1.4. Si z = x +1iy est un nombre complexe, on définit I’exponentielle de z, notée exp z ou €* par
exp z = e”(cos(y) + isin(y)),

ou e* est l’exponentielle usuelle du nombre réel x.

L’une des raisons de cette définition est qu’elle préserve les “propriétés algébriques” de I'exponentielle usuelle.

Proposition 1.6. Soient z, 2" deux nombres complezes. Alors
1. et =%,
2. pour tout n € Z, (e*)™ = e"*.
3. e #0 etc%:e’z,
Exercice 1.5. Démontrer la proposition précédente.
Exercice 1.6. Soit z € C. Montrer que
a) |e*| = eRe®),
b) €% = ¢”.
Remarque 1.7. On a défini l’exponentielle complexe a l’aide de cos et sin, qui peuvent étre définies de fagon
géométrique. De méme les identités pour cos(a+b) et sin(a+b) peuvent étre montrées de fagon géométrique,

et on peut retrouver toutes les formules a partir de celles-ci.
1l existe une définition de l’exponentielle complexe sous la forme de “série entiére” :

z
z _ _
¢ = Z n!’
n=0
qui sera étudiée dans un cours d’analyse plus avancé (voir aussi I’Exercice 33 du chapitre sur les suites dans
le polycopié d’exercices). Le cosinus et le sinus sont alors définis a partir de cette derniére comme la partie
réelle et la partie imaginaire de l’exponentielle complere du nombre i6.
1.2.2 Forme exponentielle d’'un nombre complexe
Dans le cas ou z = 6 est imaginaire pur, la Définition 1.4 donne
e = cos(0) + isin().

Ceci permet de réécrire un nombre complexe mis sous forme trigonométrique comme

2z =r(cosf 4 isinf) = re'?,

On lappelle la forme exponentielle du nombre complexe z.
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Remarque 1.8. Deuz complexes re'? et et sont égauz si et seulement sir =1" et 0 =0 + 2km, k € Z.

Cas particuliers importants :

& Attention ! Ne pas confondre e lorsque z € R et e = cos(y) + isin(y)!

. ]. — vy
Exercice 1.7. Montrer que —5 =€ 0 — ¢t
e

Proposition 1.7. [Formules d’Euler] Soit § € R, on a

il 4 o—if . it _ o—if
cosf = — sinf = ———

1.2.3 Linéarisation et opération inverse

On donne ici deux applications des formule d’Euler de De Moivre.
Linéarisation : il s’agit d’écrire cos™(#) ou sin”(#) comme une somme de termes de la forme sin(kf) ou
cos(k), avec k entier. On utilise pour cela la formule d’Euler et la formule du bindéme de Newton

(a+0b)" = kz: <Z) akbn,

Il s’agit ensuite de regrouper deux & deux les termes dont les puissances sont opposées I'une de I'autre. Cette
procédure sera trés utile dans le cours d’intégration.

Exemple 1.1. Pour tout § € R on a

i0 —i0\ 3
cos®f = (e+26>

= é(@ia):& 4 3(e9)2 () + 3(?) (e~ )2 + (671.9)3)
= é(esw 430 4 3(g0 e*“"))

1 3
= cos(30) + 1 cos(6).

Opération inverse : on veut cette fois exprimer cos(nf) ou sin(pf) en fonction de puissances de cos 6 et sin 6.
On utilise cette fois la formule de De Moivre.

Exemple 1.2. Pour tout § € R on a

cos(30) = Re(cos(30) + isin(36))
= Re((cosf +isin0)?)
= cos®(0) — 3cos() sin?(6).

1.3 Equations & coefficients complexes

1.3.1 Equation du second degré

L’une des raisons pour lesquelles on a souhaité introduire les nombres complexes est que certaines équa-
tions du second degré n’avaient pas de solutions réelles, par exemple I'équation 22 +1 = 0 n’a pas de solution
dans R. Elle en a cependant deux dans C : i et —i. Qu’en est-il d’une équation du second degré générale
dont les coefficients sont eux aussi des nombres complexes :

az’? +bz+c=0, a,bceC, a#0?

La méthode est essentiellement la méme que dans R.
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Lemme 1.2. Soit Z € C*. L’équation z°> = Z posséde exactement deux solutions qui sont appelées racines
carrées du nombre Z. Si zy est l'une d’entre elles alors l'autre est —zg.

B Attention ! Lorsque z est un réel positif le nombre /7 désigne I'unique racine carrée positive de x. Pour
un nombre complexe Z, qui n’est pas réel positif, ses deux racines carrées seront des nombres complexes et
n’auront donc pas de signe. La notation v/ Z serait donc ambigué et on ne 1'utilisera jamais!!

Démonstration. Soit Z € C*. On écrit Z sous forme exponentielle, Z = Re*® avec R > 0, et on cherche une
solution de ’équation z? = Z sous la forme z = re’®. Si z est solution alors

i0 2 2
Re"™ = r“e™*®,

avec 72 > 0. On en déduit donc, cf Remarque 1.8, que R = 72 et 2a = 6 + 2kw pour un certain k € Z. Ainsi
r=vVReta= g + k7 pour un certain k € Z, et donc

2 = VRel% el = (—1)k\/ﬁei% = +VRe's.

Réciproquement, on vérifie que ces deux nombres sont bien solutions de 1’équation 22 = Z. O

Proposition 1.8. Soit (a,b,c) € C* x Cx C. L’équation az*>+bz+c = 0 posséde exactement deux solutions
lorsque A = b? — 4ac # 0 et une seule solution lorsque A = 0. Si § est une racine carrée de A alors les
solutions sont

—b—9 —b+94
et z9 = .

2a 2a

zZ1 =
Tout comme pour les équations a coefficients réels, A est appelé le discriminant de I'équation az?+bz+c = 0.

Démonstration. L’équation az? + bz + ¢ = 0 est équivalente a 1’équation

+b2+ b2—0<:> +b2—A
“\” 2a ¢ da i 2a)  4a?’

En notant ¢ une racine carrée de A on en déduit que z est solution si et seulement si z + % = i% et donc
si et seulement si z = 27 ou z = 29. |

Exemple 1.3. Résoudre dans C l’équation 42> — 8z +4 —i = 0.
On calcule A = (—8)? —4x4x (4—1i) = 16i = 16e'3 . Une racine carrée de A est § = \/16e'% = 2v/2(141).
Les solutions de l’équation sont donc

_—b—5:8—2\/§(1+i)_1 V2 V2

zZ1 =

2a 2 x4 o 4 4
et
—b+6 2 i
L= bt _ 8+ \@(1+z):1+ﬁ+iﬂ.
2a 2x4 4 4

1.3.2 Calcul des racines carrées d’un complexe sous forme algébrique

Dans la pratique, la méthode utilisée dans la section précédente pour la recherche d’une racine carrée
nécessite de savoir mettre un nombre complexe donné (le discriminant) sous forme exponentielle.

Exemple 1.4. On souhaite résoudre l’équation 2> — 3z +3 —i = 0. On calcule
A=(-3)2—4x1x(3—i)=—3+4i.

Si on veut mettre A sous forme exponentielle, on calcule |A| = \/(—3)% +42 =5 et il faut ensuite trouver ¢

tel que cos(f) = —32 et sin() = 1. ..
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On va chercher a calculer une racine carrée d’'un nombre complexe directement sous forme algébrique.
Soit Z = a +ib € C on cherche z = x + iy tel que 22 = Z. En développant (z + iy)? et en identifiant partie
réelle et partie imaginaire on obtient les deux équations suivantes :

-y =a et 2xy=h.

Ces deux équations suffisent pour trouver z et y mais il est plus commode d’ajouter une troisiéme équation
en remarquant que si Z = 22 alors |Z| = |z|?, ce qui se réécrit

\/(m =z + y2.
On va résoudre ces équations pour ’exemple ci-dessus.
Exemple 1.5. On cherche une racine carrée de A = —3 + 4i. Les équations ci-dessus deviennent ainsi
22 —y?=-3, 2azy=4 et z?+y*=5.
En utilisant la premiére et la derniére équation on trouve facilement
22=1 et y®>=41,

d’ou x = +1 et y = 2. Enfin, en utilisant la deuziéme équation on en déduit que x et y doivent avoir le
méme signe (xy =2 > 0!). On trouve ainsi les deuz racines carrées de A : 1+ 2i et —1 — 2i.

On prend ensuite, par exemple, § = 1+ 2i (que se passerait-il si on choisissait 6 = —1—2i ?) et on trouve
que les deux racines de l’équation z*> — 32+ 3 —i =0 sont
—-b—9 ) —b+6 .
z21 = =1—17 et z9= =2+41.

2a 2a

1.3.3 Racines n-iéme d’un nombre complexe

Nous reviendrons dans le chapitre suivant, voir le Théoréme 2.9, sur les équations de degré n de la forme
2" 4 ap_12" "+ +arz+ay =0,

oun € N* et a,, # 0. Nous verrons en particulier qu'une telle équation admet toujours une solution complexe.
Notez que ce n’est pas vrai dans R : 'équation 22 4+ 1 = 0 n’a aucune solution réelle.

Parmi les équations de degré n, il est facile de trouver les solutions de celles de la forme z"™ = Z ou Z est
un nombre complexe fixé.

Définition 1.5. Soit Z € C. Les nombres complexes z tels que 2™ = Z sont appelés racines n-iémes de Z.

Pour les calculer, la méthode est similaire & celle utilisée dans la Section 1.3.1 pour le calcul des racines
carrées. Elle consiste a écrire Z sous forme exponentielle, Z = Re?, et on cherche alors z également sous
forme trigonométrique : z = re’®. Le nombre z vérifie 2’ = Z si et seulement si

(Teia)n _ ReiG
ce qui est équivalent a
=R, r>0, et na=0+2km, kecZ.

Ainsi, on a

0 2k
r=Rw eta:7+—ﬁoﬂk:0,...,n71
n n

(pour k = n on retrouve le méme résultat que pour k = 0, pour kK = n + 1 le méme que pour k =1,...).

Définition 1.6. Les racines n-iémes de 'unité sont les nombres complexes tels que z™ = 1.

En appliquant ce qui précéde & Z = 1, on en déduit que les racines n-iémes de 'unité sont les n nombres

complexes
2ikm
zk=en , k=0,1,...,n—1.

Géométriquement, ce sont les sommets du polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle de centre 'origine
et de rayon 1 (cercle trigonométrique) et ayant le point d’affixe 1 pour sommet. Par exemple, les racines
cubiques de 'unité sont 1, j = e’ et 32 =7.
Exercice 1.8. Résoudre 23 = 4v/2 + 4i/2.

Exercice 1.9. Montrer que la somme des n racines n-iémes de 'unité vaut 0.
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1.4 Appendice : construction de C

Les nombres complexes sont, par définition, les éléments (z,y) € R? pour lesquels on définit
(zy)+ @) =@+ y+y),  (2,y) <@ y)= (22" —yy' 2y +ya’). (1.3)

On note aussi
L’ensemble des nombres complexes (c’est-a-dire R? muni de ces opérations) est noté C. On va considérer les
éléments de C comme des “nombres” z plutdt que comme des couples (z,y). On notera :

0=(0,0) et 1=(1,0).
Tout comme Q et R, C a une structure de corps commutatif, c’est-a-dire qu’il vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 1.9. Si z, 7', 2" sont trois nombres complexes, alors
i) z2+0=0+2z=z2,
it) z+2' =2+ 2z,
iti) z+ (2 +2")=(z+2")+ 2",
i) z4 (—2) =(-2)+2=0,
v) zx1l=1xz=z,
vi) zx 2 =2 %z,
vii) (zx2') x 2" =2zx (2 x2"),
viti) z X (2 +2")=2x 2 +z2x 2",
ix) Siz # 0 alors il existe un unique nombre complexe, noté %, tel que z X % =" X z=1.

Exercice 1.10. Démontrer cette Proposition.

1 T Y
Exercice 1.11. Si z = (z, montrer que — = — .

On note ¢ le nombre complexe
1= (07 1)7
et on a donc
ixi=(0,1)x(0,1)=(0x0—-1x1,0x141x0)=(-1,0),
ce qui s’écrit
iZ=—1|

La multiplication et addition de (z,0) et (2,0) coincident avec celles pour x et 2/, ¢’est-a-dire que
(2,0) + (&/,0) = (& +2',0) et (2,0) x («/,0) = (z2/,0).

On peut donc identifier R avec I’ensemble des nombres complexes de la forme (z,0), et on a R C C.
Les nombres complexes de la forme (0,y) sont appelés les imaginaires purs. L’ensemble des imaginaires
purs est noté iR.

Proposition 1.10 (Forme algébrique des nombres complexes). Tout nombre complexe z s’écrit de fagon
unique sous la forme
z=x+1iy, c€R, yeR.

Démonstration. On a z = (z,y) = (2,0) 4+ (0,1) x (y,0), d’ou le résultat d’aprés les conventions de notation
ci-dessus. 0

Exercice 1.12. Montrer que la somme et le produit de z = z+iy et 2’ = 2’ 44y’ donnés par (1.1) coincident
bien avec ceux donnés par (1.3).
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Chapitre 2

Polynomes a coeflicients réels ou
complexes

L’objet de ce chapitre est d’étudier les polyndmes mais plutdot du point de vue arithmétique (divisibilité,
division euclidienne, polynomes irréductibles,...). Nous verrons qu’il y a beaucoup de similitudes avec ce que
l'on fait dans Z. Dans tout le chapitre la lettre K désignera R ou C.

2.1 Définitions et opérations sur les polynémes

Définition 2.1. On appelle polynome un objet de la forme P = Zaka oun €N etag,...,a, € K. X est

k=0
appelée une indéterminée et les ay sont appelés les coefficients du polynome P. L’ensemble des polynémes a

coefficients dans K est noté K[X].

Si tous les coefficients sont nuls on parlera du polynome constant égal a zéro, ou polynéme nul, noté Og[x;
ou plus simplement 0.

n m

Remarque 2.1. Si P = Zaka et m > n, on a aussi P = Zaka ot on a posé ar = 0 pour
k=0 k=0

k=n+1,...,m.

Remarque 2.2. Une construction plus précise des polynémes est donnée dans la Section 2.5.1.

On définit les opérations suivantes sur les polynémes.

n m
Définition 2.2. Soient P = Zaka et Q = Zkam deux polynomes. Leur somme est le polyndome

k=0 k=0
max(m,n) m+n k
P+Q= Z (ar + bp) X" et leur produit le polynome P x Q = Z X ow e = Zajbk,j,
k=0 k=0 3=0

Remarque 2.3. Dans la définition précédente on a posé, cf Remarque 2.1, a, = 0 si k > n et by = 0 st
k> m.

n n
Remarque 2.4. Si P = Zaka et A € K on définit également le polynome AP = Z()\ak)Xk, Les deux
k=0 k=0
lois “somme” et “multiplication par un scalaire” font de K[X] un espace vectoriel.

Exercice 2.1. Comparer le polynéme AP et le produit du polynéme constant A avec le polynéme P.

n
Définition 2.3. Soit P = Zaka un polynome. Si P n’est pas le polyndome nul, son degré est le plus

k=0
grand entier k tel que ap # 0. Si P =0 son degré est par convention —oo. Le degré de P est noté deg P ou
d°P.
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n
Si P est de degré n on peut donc écrire P = Z a; X% a, # 0, et on dit que a, X" est le terme de plus haut
i=0
degré de P, ou terme dominant de P.
% Notation. Si n € N, on note en général K,,[X] = {P € K[X]|deg P < n} 'ensemble des polyndmes de
degré au plus n.

Remarque 2.5. On écrira aussi parfois P(X) au lieu de P.

Théoréme 2.1. Pour tous P et Q dans K[X] on a
deg (PQ) =deg P +degQ,  deg(P + Q) < max(deg P, degQ),

avec par convention —oo +n = —oo si P ou Q est nul.

n m
Démonstration. Soient P = Z ap X et Q = Z b X* ot n et m sont les degrés respectifs de P et Q. Le
k=0 k=0
terme dominant de PQ est alors a,b, X" ™™ d’ou la premiére égalité. Par ailleurs, pour tout k > max(n,m)
on a aj = by = 0 et donc ay + by, = 0 ce qui prouve que le degré de P + @ est inférieur ou égal & max(n,m).
On vérifie facilement que les formules restent vraies dans le cas ot un des polynémes est nul. ([l

Remarque 2.6. Peut-on avoir deg (P + Q) < max(deg P,deg Q) ? St oui, donnez un exemple.

Exercice 2.1. Montrer que pour tout n € N I'ensemble K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. Qu’en
est-il de ’ensemble {P € K[X] | deg P =n}?

2.2 Divisibilité et division euclidienne

Définition 2.4. Soient A, B € K[X]. On dit que le polynéme B divise le polynome A, ou que B est un
diviseur de A, s’il existe un polynome Q tel que A = BQ, et on notera B|A. On dit aussi que A est un
multiple de B.

Remarque 2.7. a) On peut remarquer que si A n’est pas nul et si B divise A alors deg B < deg A (c’est
une conséquence du Théoréme 2.1).
b) Si B = by est un polyndme constant (non nul) alors B divise A pour tout polynome A. On peut en

effet écrire A = B X %A,

Exercice 2.2. Montrer que si A divise B et B divise A alors il existe k € K tel que A = kB. De tels
polyndémes sont dits associés.

Comme dans ’ensemble des entiers, on peut définir une division euclidienne sur ’ensemble des polynémes.

Théoréme 2.2. Soient A et B deux polyndémes, B étant non nul. Alors il existe une unique couple (Q, R) €
K[X]? tel que

1. A= BQ+R,
2. deg R < deg B.
Le polynome @ s’appelle le quotient et R le reste (A est le dividende et B le diviseur).

Remarque 2.8. L’unicité du couple (Q, R) implique que B divise A si et seulement si le reste de la division
euclidienne de A par B est nul.

Démonstration. 1) Existence. On suppose que B est de degré m et de terme dominant b,, X™ (B n’est pas
nul). Si m = 0 alors B est constant et d’aprés la remarque ci-dessus A = B X iAJrO donc le couple (%A, 0)
vérifie les propriétés voulues.

Si B n’est pas constant, i.e. m > 1, on va raisonner par récurrence sur le degré de A. On rappelle que
K,,[X] note 'ensemble des polynomes de degré au plus n. Soit P, la proposition “pour tout A € K,[X] il
existe (@, R) vérifiant A = BQ + R et deg R < deg B =m.

e Sideg A < m on écrit A= B x 0+ A et le couple (Q, R) = (0, A) vérifie bien les propriétés voulues.
La proposition P, est donc vraie pour tout n < m.
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e Soit n € N*| on suppose que la propriété P,_; est vraie et on montre P,. Soit donc A € K, [X]. Soit
deg A < n, et alors A € K,,_1[X] et le résultat est vrai par hypothése de récurrence, soit deg A = n.
Alors A" = A — 3= X"""B € K, [X] (vérifiez le!) et on peut donc effectuer sa division euclidienne
par B (hypothése de récurrence) : il existe (@', R') tel que

A =BQ +R et degR < degB.

On écrit alors

G, G,

A:A/+ X’n,mB:B( X’nm+Q/) +R/7

m m

et le couple (Q, R) = (%X n=mo4 QR ) est une division euclidienne de A par B.

e Le principe de récurrence permet d’affirmer que P, est vraie pour tout n, ce qui prouve l’existence
du couple (P, Q) pour tout polyndéme A.

2) Unicité. Soient (Q, R) et (Q',R’) tels A= BQ+ R A= BQ' + R’ avec deg R < deg B et deg R’ < deg B.
En particulier on a
deg (R’ — R) < max(deg R,deg R') < deg B.

Puisque BQ+R=BQ'+ R ona B(Q—Q')=R' —R.SiQ # Q',on aalors deg B < deg B+deg (Q—Q') =
deg (R’ — R) ce qui contredit deg (R’ — R) < deg B. Ainsi @ = Q' et donc R = R’. O
Exercice 2.3. Ou a-t-on utilisé dans la récurrence ci-dessus le fait que B n’est pas un polynéme constant ¢

Dans la pratique, la division effective peut se faire en mimant la division des nombres. L’algorithme est
méme plus facile : il n’y pas de retenue...

Exemple 2.1. Soient A=2X°+3X*+ X3 -1etB=X%2+X+1.

2X5  4+3X* +Xx3 -1 X?2+X+1
—2X5 —2x4 _—2x3 2X3+X?2-2X +1
X1 —X3 -1
_X4 _X3 _X2
—2X3  _—X? -1

2X3  42X? 42X
X2 2X -1
-X?2 X -1
X =2

On aura donc Q =2X3 4+ X? —-2X+1etR=X —2.

Exercice 2.4. Effectuer la division euclidienne de A = X* —2X> + X par B=X? + X + 1.

Remarque 2.9. Si A et B sont dans R[X] on peut aussi les voir comme polynomes dans C[X] et donc a
priori effectuer la division de A par B soit dans R[X]| soit dans C[X]. En fait le résultat de cette division
(quotient et reste) ne dépend pas du choiz entre R et C. Cela découle de unicité de la division euclidienne
dans C en remarquant qu’une division euclidienne dans R est aussi une division euclidienne dans C.

2.3 Racines d’un polyndme

2.3.1 Application polyndéme et racines

n
A tout polynome P = Z arX* € K[X] on peut associer une fonction de K dans K :
k=0

T Zakxk. (2.1)
k=0

Lorsque K = R on retrouve les fonctions polynémes habituelles. On notera de la méme fagon un polynéme
et la fonction associée, i.e. on notera P la fonction définie sur K par (2.1).
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Remarque 2.10. On trouve parfois la notation P pour la fonction associée au polyndéme P dans le but de
distinguer ces deux objets. Cette distinction peut étre particulierement importante si K n’est pas R ou C.

La notion de racine d’un polynome est directement reliée a la fonction associée.
Définition 2.5. On dit que a € K est une racine de P € K[X] si P(a) = 0.
Un premier théoréme important sur les racines des polynomes fait le lien avec la notion de divisibilité.

Théoréme 2.3. Soient P € K[X] et a € K. On a l"équivalence
Pla) =0 < 3Q € K[X], P(X) = (X — a)Q(X).
Autrement dit a est une racine de P si et seulement si P est divisible par X — a.

Démonstration. L’implication de droite a gauche est immédiate. Pour I'implication directe, on commence
par effectuer la division euclidienne de P par X — a. Elle s’écrit

P(X) = (X —a)Q(X) + R(X) (2.2)

avec deg R < 1. Le polynome R est donc constant. De plus on a R(a) = P(a) = 0 ce qui prouve que R est
nul et donc que X — a divise P. O

Remarque 2.11. Sia est racine de P on peut trouver le polynéme Q tel que P = (X — a)Q en effectuant
la division euclidienne de P par X — a.

Exemple 2.2. Soit P(X) =3X® —4X* +5X? — 2X — 2. On vérifie que P(1) = 0, on peut donc factoriser
P par X — 1. Par division euclidienne on obtient

3X5 —4X* 4 5X% —2X —2=(X —1)(3X* - X® - X% 44X +2).

La notion suivante précise celle de racine.

Définition 2.6. On dit que a € K est une racine de multiplicité k € N* du polynome P s’il existe un
polynome @Q tel que

P(X)=(X -a)*Q(X),  Q(a) #0.
De fagon équivalente a est de multiplicité k si et seulement si P est divisible par (X — a)* mais pas par
(X —a)ktt.
Exercice 2.5. Montrer ’équivalence dans la définition ci-dessus.
Remarque 2.12. Si k =1 on parle de racine simple, si k = 2 de racine double, etc.

Le nombre de racines d’un polynéme est limité par son degré.

Théoréme 2.4. Si P est un polynome de K[X], non nul, de degré n, il a au plus n racines dans K.

& Attention ! Le choix de I'ensemble K est important. Le polynéme X2 + 1 n’a aucune racine comme
polynome de R[X] et il en a 2 s’il est considéré comme polynéome de C[X].

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur le degré de P.
o Le théoréme est vrai pour un polynoéme de degré 0, resp. 1 : il a toujours exactement aucune, resp.
une, racine.
e Soit n € N, supposons le théoréme vrai pour tout polynéme de degré n et montrons qu’il est vrai pour
tout polynome de degré n+ 1. Soit P de degré n+ 1. Si P n’a aucune racine c¢’est terminé (0 < n+1),

sinon on peut écrire
P(X) = (X —a)Q(X)

ou @ est de degré n. Si b est une autre racine de P, on a
0=P() =(b—a)Q(b).

Comme b — a n’est pas nul, b doit étre racine de Q. Par hypothése de récurrence il y a au maximum
n possibilités, donc P a au plus n 4 1 racines (a plus les n racines potentielles de @).
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Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme.

Corollaire 2.1. Si P € K[X] est de degré au plus n et s’annule en n+ 1 éléments distincts de K alors P
est nul.

Avec le méme raisonnement on peut en fait préciser le théoréme précédent pour tenir compte de la
multiplicité des racines.

Théoréme 2.5. Si P est un polynome de K[X]|, non nul, de degré n et si ai,...,a,, sont des racines
distinctes de multiplicité respective ki, ..., kp, alors k1 + -+ kp, < n.

Exercice 2.6. Démontrez ce théoréme.

Exemple 2.3. Soit P(X) = X5 — 2X* +2X3 — 2X? + X € R[X]. On peut vérifier que 0 et 1 sont racines
de P d’ou P(X) = X(X — 1)Q(X) et en effectuant la division euclidienne on trouve

PX)=X(X-1)(X*-X2+X-1).
On remarque que 1 est aussi racine de Q(X) = X3 — X? + X — 1. On obtient ainsi
P(X)=X(X —1*X2%+1).

On remarque que 0 est racine de multiplicité 1 et que 1 est racine de multiplicité 2. On a bien 1 +2 < 5.
Si on considére P dans C[X] on a alors également i et —i qui sont racines de multiplicité 1 et on a
toujours bien 1 +2 4141 < 5. On verra que dans C[X] il y a en fait toujours égalité, cf. Théoréeme 2.9.

2.3.2 Polynéme dérivé

Il est possible de définir le polynome dérivé d’un polynéme de K[X] sans utiliser la notion de limite.
Cette notion de polynéme dérivé s’avére utile notamment en ce qui concerne 1’étude des racines et des
racines multiples.

n n
Définition 2.7. Soit P = Zaka. Son polynéme dérivé est le polynome défini par P’ = Z kap Xkt
k=0 k=1

Remarque 2.13. La définition ci-dessus est bien sir en accord avec celle que vous avez vu pour les fonctions
d’une variable réelle via la notion de limite : si P € R[X] alors la fonction associée au polynéme P’ est la
dérivée (au sens dérivée de fonctions de R dans R) de la fonction associée a P.

On peut facilement vérifier que la dérivation telle que définie ci-dessus a les propriétés usuelles :

Théoréme 2.6. Soient P,Q € K[X] et A € K.
1. (P+Q) =P +Q, (A\P) =P
2. (PQ) =P'Q+ PQ'.
3. Si P n’est pas constant alors deg P’ = deg P — 1.

Démonstration. La premiére propriété est immédiate. Il en suit que pour démontrer la seconde on peut se
contenter de le faire pour des monomes, i.e. pour P(X) = X* et Q(X) = X*. On a

(XPXY = (XM = (k+ OXFT et (XF)(XY) + (XF)(XY) = kX 4 ox ket
O

Il est bien sar possible d’itérer la dérivation. On notera P*), ou %P, la dérivée k-iétme de P. Par
convention P(®) = P. On dispose alors des deux propriétés trés utiles suivantes.

Proposition 2.1. Si P est de degré n, de terme dominant a, X", alors sa dérivée n-iéme est le polynome
constant égal a ap,n! et les dérivées suivantes son nulles.

Exercice 2.2. Démontrer cette proposition.
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Proposition 2.2 (Formule de Taylor). Si P € K, [X] et a € K, alors

P/I(a)
2!

P(X)=P(a)+ P'(a)(X —a)+

() (g " ph) (g
(X—a)2+...+Pn!( )(X—a)":ZPk!( )(X—a)k.
k=0

Contrairement & la formule de Taylor habituelle, il n’y a pas de reste. Par ailleurs les termes d’indice k > deg P
de cette somme sont nuls.

Démonstration. On commence par montrer le résultat pour P;(X) = X*. On calcule alors facilement (faites-
le!) que

e . i—k il i—k . .
pk) (a) = i(i—1)...(i—k+1a"" = (Fk)!a’ s? k< z‘,
v 0 sik > 1.

Par ailleurs, en utilisant la formule du binéme de Newton on peut écrire
i !

P(X)=(X—-a+a) = Z (k) aF(X —a)t = Zmai_k()(—a)k

k=0

et donc

i p®,
) =3 P o
k=0

ce qui montre que la formule est vraie pour les polynémes P;. Par ailleurs, si ¢ < n, on peut étendre la somme
de k = 0 jusqu’a n puisque Pi(k)(a) =0sik>i.
Soit maintenant P € K,,[X]. On peut écrire

P(X)=> X' =) o P(X),
i=0 i=0
et donc d’aprés le Théoréme 2.6 on a
P®(a) = 3" a;P(a).
i=0

On a alors

n n n Pi(k) (a) .
P(X)=> aiP(X)=) i | > o (X —a)f .
i=0 ’

i=0 k=0

On peut finalement intervertir les signes de sommation et on a

Px)=%" (Z OziPi(k)(a)> %(x —ap =YL k,( ) (X — a)",
_ . 2

ce qu’il fallait démontrer. O

Une application importante de ces notions est le lien avec les racines multiples.

Théoréme 2.7. Soit P un polynome de degré n et k < n. Alors a € K est racine multiple d’ordre k de P
st et seulement si

P(a)=P'(a)=P'(a)=...=P* Y@)=0 e PH(a)#0.

Démonstration. On commence par écrire la formule de Taylor en coupant la somme en deux :

() (a 4 4
P(X):ZPZ,!( ) (X — ayi = (X -a) + (X —a)

n n
1=0 =0 i=k

PW(q i
'( )(X—CL) k.

T



2.4 Polynémes irréductibles 19

On constate que la premiére somme est un polynéme de degré strictement inférieur a k. L’écriture ci-dessus

", p@ .
correspond donc 4 la division euclidienne de P(X) par (X —a)* : le quotient est Q(X) = ﬁ (X—a)™F
i
i=k
k=1
P(’)(a) .
et le reste R(X) = Z f (X —a).
i=0
Si les dérivées en a sont nulles jusqu’a 'ordre k — 1, on a R(X) = 0 et donc (X — a)* divise P. De plus
Pk
on a Q(a) = k'(a ce qui prouve que si la dérivée d’ordre k n’est pas nulle a est racine de multiplicité k.
Réciproquemént, supposons que a est une racine de multiplicité k. Donc P est divisible par (X — a)* et
o
pl )
le reste de la division par (X —a)¥, R(X) = Z "(a) (X —a)’, est nul. On en déduit que les dérivées en
1!
i=0
a sont nulles jusqu’a ordre k — 1. Par ailleurs on a Q(a) # 0 ce qui prouve que P®*)(a) # 0. |

Exemple 2.4. On voudrait déterminer les racines de P = X® — X2 — 8X 4+ 12 sachant que P posséde une
racine au moins double. Puisque P admet une racine double, il existe a € R tel que P(a) = P'(a) = 0. On
calcule P' = 3X? —2X — 8. C’est un polynome de degré 2. On montre facilement que P’ a pour racines 2 et
—3 et donc a € {2,—3}. Il reste @ calculer P(2) =0 et P(—3) = 52, On en déduit que 2 est racine double
de P. On peut ainsi factoriser P par (X — 2)2. On trouve alors que P = (X — 2)?(X + 3). Finalement les
racines de P sont 2 et —3.

2.4 Polynoémes irréductibles

On poursuit ’analogie avec les nombres entiers. L’analogue des “nombres premiers” est ’ensemble des poly-
noémes dits irréductibles.

Définition 2.8. Un polynome P € K[X] non constant est dit irréductible s’il n’a pas de diviseurs autre que
les constantes non nulles ou ses associés, c’est-a-dire les polynomes de la forme AP ou A € K*.

& Attention ! Contrairement & la division euclidienne la notion de polynéme irréductible dépend du choix
de K. Par exemple, le polynéme X2 + 1 est irréductible dans R[X] (pourquoi?) mais pas dans C[X]. On
peut en effet 'écrire X2 +1 = (X —1i)(X +1).

Dans les cas ot K = R ou C que I'on considére ici on connait en fait exactement tous les polynémes
irréductibles.

Proposition 2.3. Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1. Les polyndmes ir-
réductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2 de discriminant strictement
négatif, autrement dit sans racine réelle.

La démonstration de la premiére partie n’est pas facile. Elle repose sur un théoréme que nous ne démon-
trerons pas mais qu’il faut connaitre.

Théoréme 2.8 (D’Alembert-Gauss). Tout polynoéme de C[X]| de degré n > 1 posséde au moins une racine
dans C.

On peut enfin démontrer, comme pour les nombres entiers,

Théoréme 2.9. Tout polyndme non constant se décompose (de fagon unique) en produit d’irréductibles. En
particulier, si K = C, on en déduit que tout polyndéme de degré n admet exactement n racines comptées avec
leur multiplicité.

Remarque 2.14. Puisque la notion d’irréductible dépend de K, la factorisation en produit d’irréductibles
aussi.

Remarque 2.15. Si P = PiP; et A € K* on peut aussi écrire P = (APy) x (3 P2). Par ailleurs, pour tout
A # 0, un polynome P est irréductible si et seulement si le polynome AP [’est. L’unicité dans le théoréme
est donc a comprendre de la facon suivante : les facteurs irréductibles sont uniques & multiplication par une
constante pres.
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Exemple 2.5. Le polynome X* + 1 se factorise dans R[X] comme
X' 41=(X241)2—2X% = (X2 - V2X +1)(X? + V2X +1),

et dans C[X] comme

iy (X_\/iﬂ\/i) (X_\/i—i\/i> (X\/QJ;i\/?> <X+\/§—i\/§>.

2 2 2

Remarque 2.16. Méme si on connait la forme des polyndomes irréductibles, la décomposition d’un polynome
(réel ou complexe) en facteurs irréductibles n’est pas toujours faisable de fagon effective.

2.5 Compléments

2.5.1 Construction de K[X]

Dans cette section on donne une définition plus formelle des polynémes. Celle-ci repose sur la notion de
“suites” que l'on (re)verra au Chapitre 3

Définition 2.9. On appelle polynéme une suite P = (ay)ren d’éléments de K qui sont tous nuls & partir
d’un certain rang. L’ensemble des polynomes est noté K[X].

L’interprétation est la suivante : la suite (ax)ren est la suite des coefficients de P. Par exemple, si seul
le coeflicient ag est non nul il s’agira d’un polynéme constant, que l’on notera ag. Si tous les coefficients sont
nuls on parlera du polynéme constant égal a zéro, ou polynéme nul, noté Og[x) ou plus simplement 0.

On définit alors les opérations suivantes sur les polynomes.

Définition 2.10. Soient P = (ag)ren et Q = (br)ren deux polynomes.

e La somme est définie par P+ Q = (a + bg)ken-
k

o Le produit est défini par P X @Q = (c)ien 00 ¢ = Zajbk_j'
3=0

La définition du produit peut a premiére vue vous sembler compliquée, voir étrange. Nous allons rapide-
ment voir qu’elle correspond a la multiplication telle qu’on I’a définie dans la Section 2.1. Notons également
que ces définitions nécessitent quand méme une justification : il faut prouver qu’elles ont un sens! Cela veut
dire qu’il faut justifier que les deux objets P+ @ et P x ) ainsi définis sont bien dans K[X], c’est-a-dire que
les suites (ay + b )ken et (ck)ren sont bien nulles a partir d’un certain rang.

Exercice 2.3. Démontrer que si P et @ sont dans K[X] alors P 4+ @ et P x @ aussi.

Remarque 2.17. Si P = (ag)ren € K[X] et X € K on définit également le polynome AP = (Aak)ken. Les
deuz lois “somme” et “multiplication par un scalaire” font de K[X] un espace vectoriel.

Définition 2.11. On note X le polynome (0,1,0,0,...,0,...).

Exercice 2.7. Calculer le produit de X par un polynome constant k, puis les produits X2, X3. Que vaut le
produit X™ ¢

A Daide de I’exercice précédent on montre alors facilement que
Proposition 2.4. Le polynome P = (ax)ken §’écrit
P=> aX".
keN

Ainsi, on écrira par exemple
P=(1,0,2,-3,6,0,0,...,0,...) = 1+2X% - 3X3 4+ 6X*.

Notez que ’expression E a, X" ne contient en fait qu’un nombre fini de termes non nuls (les ay sont nuls

kEN
a partir d’un certain rang) et est donc parfaitement bien définie. En particulier, si ax = 0 pour tout k > n

n
on a alors P = E aka.
k=0
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Exercice 2.4. Retrouver les formules définissant la somme et le produit de deux polynémes données dans
la Section 2.1 & partir des définitions ci-dessus.

2.5.2 PGCD
On poursuit ici 'analogie avec les nombres entiers.

Définition 2.12. Soient A, B € K[X] deux polynémes non nuls. Un PGCD (plus grand commun diviseur)
de A et B est un polynome D € K[X] qui divise A et B, et tel que tout diviseur commun de A et B est un
diviseur de D. Il est noté AN B.

On va commencer par justifier I’existence d’un PGCD. On va voir que ce dernier est “essentiellement” unique.

Proposition 2.5. Si A et B sont deux polynémes non nuls, ils admettent un PGCD. De plus ce dernier est
unique a constante multiplicative prés, i.e. st D et D’ sont deux PGCD de A et B il existe k € K* tel que
D=kD'.

Remarque 2.18. a) Si on veut que le PGCD soit défini de fagcon unique on peut par exemple imposer qu’il
soit unitaire, c’est-a-dire que son coefficient dominant est égal a 1.

b) Puisque tout diviseur de A et B est un diviseur du PGCD, ce dernier est un diviseur de A et B de
degré maximum.

Remarque 2.19. Dans Z le PGCD est unique au signe pres. Cela vient du fait que si n|m et m|n alors
n = xm. La encore ce qui importe c’est que deux PGCD doivent se diviser l'un l'autre.

Remarque 2.20. a) Si A et B sont dans R[X] on peut les voir aussi comme polynomes dans C[X]. Tout
comme pour la division euclidienne, le PGCD ne dépend pas (4 constante multiplicative prés) du choiz entre
R et C.

b) Le PGCD de deux polynémes ne change pas si on multiplie l'un ou les deux par une constante non
nulle, i.e. AN B = (kA) A (K'B) pour tous k, k' € K*.

La deuxiéme partie de la proposition découle directement de I'Exercice 2.2. On va montrer 'existence &
I’aide de l'algorithme d’Euclide. Ce dernier repose sur la division euclidienne et sur le résultat suivant.

Lemme 2.1. Soient A, B € K[X] et A= BQ + R la division euclidienne de A par B. Un polynéme P est
un diviseur commun de A et B si et seulement si c’est un diviseur commun de B et R.

Exercice 2.8. Démontrez le lemme ci-dessus.

Démonstration de la proposition. On effectue la division euclidienne de A par B :
A=BQi + Ry, deg R; < deg B.
Si Ry = 0 on s’arréte, sinon on effectue la division de B par R; :
B = R1Qs + R, deg Ry < deg R;.
Si R, = 0 on s’arréte sinon on continue en effectuant la division de Ry par Ry :
Ry = R2Qs3 + R3, deg Ry < degR5 ...

On note R, le dernier reste non nul. On est str qu’un tel n existe puisque sinon (R, ), formerait une suite
strictement décroissante d’entiers positifs. On va montrer que R,, est bien un PGCD de A et B :
e OnaR, ; =R,Q,.1 donc R, divise lui-méme et R,,_;. A I'aide du lemme précédent on en déduit
que R,, divise R,,_1 et R,_o puis R,,_o et R, _3, et ainsi de suite. Finalement R,, divise A et B.
e Si P divise A et B alors, toujours d’aprés le lemme, P divise B et Ry, et donc R; et Ro, etc. Finalement
P divise R,,.
|

Comme son nom l'indique, l'algorithme d’FEuclide est aussi un moyen effectif de trouver le PGCD entre
deux polynomes.
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Exemple 2.6. On veut déterminer le PGCD de A = 2X*4+3X3+4X24+2X +1 et B=3X>4+4X2+4X+1.
La division de A par B s’écrit

2 1. 8
A=BEX+3I)+(X?’+X+1).
GX+g)+(X*+ X +1)
N—————
Ry

Celle de B par Ry donne
27 9
B=R X(7X+7)+0-
8 8
Le dernier reste non nul est Ry. Le PGCD de A et B est donc, G constante multiplicative prés, Ry. Par

exemple on peut prendre ANB = X?>+ X + 1.
Comme pour les entiers, on dira que

Définition 2.13. Deuzx polynémes A et B sont premiers entre eux si 1 est un PGCD, autrement dit s’ils
n’ont aucun diviseur commun autre que les polyndmes constants non nuls.

On dispose alors d’un théoréme de Bezout similaire & celui dans Z.

Théoréme 2.10 (Bezout). Soient A et B dans K[X]. AN B =1 si et seulement si il existe U, V € K[X]
tels que
AU+ BV =1.

Démonstration. Supposons d’abord que A A B = 1. On montre l'existence de U et V' en “remontant” I’algo-
rithme d’Euclide. On écrit

A = BQ1+ R R, = A-DBQ
B = RiQ2+ Ry Ry = B-RiQ:
: — :
Rn—2 = Rn—3Qn—1 + Rn—l Rn—l = Rn—2 - Rn—3Qn—1
Rnfl = Rn72Qn +1 1 = Rnfl - Rn72Qn

On remplace ensuite dans la derniére équation R,,_1 par R,,_3Qn_1—Rp_2, puis R,,_o par R,,_4Qn_2—R,_3,
etc. (Voir Pexemple ci-dessous.)

Réciproquement, quelques soient U et V tout diviseur commun D de A et de B est un diviseur de
AU + BV. Donc 8’1l existe U,V tels que AU + BV =1 alors D divise 1 et donc D est constant. |

Remarque 2.21. Les polynomes U et V' donnés par le théoréme ne sont pas uniques. On peut cependant
montrer qu’il existe un couple (U, V) solution avec degU < deg B et degV < deg A. En effet, si (U, V) est
une solution et U = BQ + R est la division euclidienne de U par B, on a alors AR+ B(AQ + V) =1 donc
(R, AQ + V) est aussi solution. Par ailleurs deg R < deg B. Finalement on a aussi deg (AQ + V) < deg A
puisque deg B(AQ + V) = deg AR — 1 < deg A + deg B.

Exemple 2.7. Soient A= X% —2X°4+2X4 -3X3+3X2-2X et B=X*-2X>4+X?2-X+1. On va
montrer qu’ils sont premiers entre eur a l'aide de ’algorithme d’Fuclide, puis déterminer U et V tels que
AU + BV =1 en remontant ce dernier. On effectue les divisions eucliennes successives :

A=BQ|+ R, avec Q1 =X?+1, R =X?2-X—1,
B=RiQ2+ Ry avecngXQ—X—l—l, Ry =—-X+2,
R = RyQ3+ R avec Q3 =—-X —1, Rz =1.

On a donc bien AN B = 1. On écrit ensuite

1=R; *R2Q3:R1+(X+1)R2.

Puis
Ry=B—-RiQy=B— (X?>-X+1)Ry,
et donc
l=Ri+(X+1)x[B-(X*-X+1)R]=(X+1)B—-X"R;y.
Finalement

Ri=A-BQ,=A—(X*+1)B,
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d’on

1=(X+1)B-X3x[A—(X?*+1)B]= -X3A+(X°+ X3+ X +1)B.
On trowve par exemple U = —X3 et V =X°+ X3+ X + 1.

Tout comme pour les entiers, on peut également définir la notion de PPCM (plus petit commun multiple)
de deux polynomes.

2.5.3 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle
Introduction

On termine ce chapitre avec une notion étroitement reliée aux polynoémes, celle des fractions rationnelles.

N(X
Une fraction rationnelle est le quotient F(X) = DEX; de deux polynoémes N et D, étant entendu que D
N(X M(X
n’est pas le polynéme nul et que deux fractions DE X; et i ((X)) sont égales si NE = M D. L’ensemble des

fractions rationnelles est noté K(X). Tout comme pour les polynomes, on ne s’intéressera pas ici au coté

“analytique” de ces fractions (domaine de définition de la fonction associée, limites,...) mais plutdt au coté

algébrique/arithmétique, et en particulier a la notion de décomposition en éléments simples d’une fraction.
Commencons par un exemple.

Exemple 2.8. On souhaiterait calculer l’intégrale suivante

dz.

I_/l 240 — 32 —132% —2* —x + 18
) (x4+1)(z—2)2(22+1)

225 — 32° — 1323 — 22 — 2 + 18
(x4+1)(z—2)2(22+1)
donc on peut a priori calculer l'intégrale ci-dessus. La question est comment! L’idée est de transformer f et
de se ramener o des fractions “simples” dont on connait les primitives. Par exemple, vous savez calculer les

Vous pouvez remarquer que la fonction f(x) = est bien définie sur [0,1] et

1 1
rimitives des polynomes, des fractions du type ——— (on trouve In(|x —al) sin =1 et
p poly , des f e ( (lz—al) A—n)@ =
2z 1 ’
sim > 1), de fractions telles que ﬁ—;—l—l (c’est de la forme % avec u(z) = 2% +x+1) ou bien aussi x%_H

dont une primitive est arctan(z).
Ici on a en fait (vérifiez-le en mettant le membre de droite au méme dénominateur)

2 1 4 4z +1
=2 3 — .
J(w) =20+ +$+1+x—2 ($—2)2+x2+1

On peut alors facilement calculer une primitive F' de f et donc la valeur de I.

I /12 T R S R S
= x — x
0 x+1 -2 (x—2)2 2241 2241

4
= [:102 +3z+2In(lx + 1|) + In(|Jz — 2|) + p— + 21In(2? + 1) + arctan(z)
T

1

0

2+1n(2)+%.

Le membre de droite de (2.3) est ce qu’on appelle la décomposition en éléments simples de la fraction f.
Sa particularité est que dans chacune des fractions apparaissant dans cette décomposition le dénominateur
est un facteur irréductible (dans R) ou une puissance d’un tel facteur. La question est bien str : peut-on
toujours faire une telle décomposition et si oui comment la fait-on dans la pratique.

La réponse a la premiére question est OUIL. On va voir ici comment on peut obtenir de fagon théorique
cette décomposition d’abord dans le cas de C(X) puis de R(X). La question du calcul pratique sera vue dans
le cours de “Calculus”.
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Partie entiére d’une fraction

Proposition 2.6. Toute fraction rationnelle F(X) peut s’écrire

F@J—Quﬁ+§gg

ot deg R < deg B. De plus cette décomposition est unique, Q@ s’appelle la partie entiére de F.

Démonstration. Si F(X) = 288 il suffit de faire la division euclidienne de A par B. O

Exemple 2.9. Dans lexemple ci-dessus, la partie entiére de la fraction F(X) = 2X5(?f15)?)1(31)g;’2—(§2ﬁ()+18

est Q(X) =2X +3, et R(X) =7X*—24X3 +2X? +3X +6.

Parties polaires

On commence par traiter le cas complexe. Celui-ci est en fait plus simple car les seuls polyndmes irréductibles
sont de degré 1. Il se fait en deux temps.

Proposition 2.7. Soit une fraction de la forme g&(g oty deg N < degD et D(X) = (X — a1)" (X —
az)*2 -+ (X — ay)k™ la factorisation en produit de facteurs irréductibles de D (les a; sont des complezes
distincts). Alors, il existe des polynomes N;(X), j =1,...,m tels que

N(X) - V(X))
(X —ap)* (X —ag)k2 - (X —ap)bm Z (X —aj)k’

Jj=1
De plus, pour tout j on a deg N; < k;.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur m, le nombre de racines distinctes de D.

e Pour m =11l n’y a rien a faire.

e Soit m > 1, on suppose que le résultat est vrai pour toute fraction dont le dénominateur a m racines
distinctes. Soit maintenant D de la forme D(X) = (X — a1)* (X — ag)*? -+ (X — apy1)Fm+1. Les
polynomes D = (X — ay)* (X — ag)* -+ (X — apm)* et (X — apy1)"+" sont premiers entre eux, il
existe donc U et V tels que

UX)(X = ampr) 1 + V(X)D(X) = N(X). (2.4)

Il suffit en effet de partir de I'identité de Bezout et de la multiplier par N(X). De plus, en raisonnant
comme dans la Remarque 2.21 on peut toujours supposer que degU < degD et degV < deg (X —
A1)+ = kpy1. En divisant les deux membres de I’équation (2.4) par D on a alors

NX) _UX) V(X)
D(x) N D(X) (X = @pgr)lomr”

Le dernier terme est de la forme voulue et le polynome D a exactement m racines distinctes avec
deg U < deg D, on peut donc appliquer I’hypothése de récurrence a la fraction %.
|

N(X)
X—a)F

La seconde étape consiste & décomposer chaque terme de la forme

X

Proposition 2.8. Toute fraction rationnelle de la forme % avec deg N < k peut s’écrire

aj __n + a2 + +a7k
(X—-a)y X—-a (X—-a)? 7~ (X—-akF

NX) <
(X —a)F &

Jj=1

ot les a; sont des complezes.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Taylor au point ¢ au numérateur. O

Lorsque a est une racine du dénominateur d’une fraction rationnelle (supposée simplifiée), on dit que
c’est un pole de la fraction rationnelle. La somme donnée par la proposition précédent s’appelle la partie
polaire relative au pole a.

En réunissant toutes les opérations décrites ci-dessus, on obtient la décomposition en éléments simples
sur C d’une fraction rationnelle. On peut vérifier qu’il y a unicité d’une telle décomposition.

On considére finalement le cas réel. L’idée est de voir d’abord la fraction comme une fraction dans C et
ensuite de revenir & R. On va se contenter de montrer ce qu’il se passe lorsque la factorisation en produit
d’irréductibles du dénominateur contient un polynéme du second degré sans racine réelle comme X2 + 1.

Comme X? 41 = (X —1i)(X +1), la décomposition en éléments simples sur C contiendra un terme de la

forme
a

X —i
ol a = b+ ic € C. En utilisant quune fraction a coefficients réels est inchangée si on conjugue tous ses
coefficients, on montre que dans la partie polaire relative & —i, il y a le terme

a b—ic

X+ X+

Il ne reste plus qu’a observer que

b+ic b—ic 2bX —2c

X i X+i X210
On vérifie de méme que si le dénominateur de la fraction rationnelle contient une expression de la forme
(X24+aX +b)* ott X2 4 aX +b est un polynéme sans racine réelle, alors la partie polaire relative aux racines

complexes de ce polynéme devient

X + b as X + by aX +b z’“: a; X +b;
X24+aX+b  (X2+aX+b)? 7 (X24aX bk L (X2+aX +b)
A nouveau, on ne précise pas ici comment on obtient dans la pratique la décomposition en éléments simples,
cela sera fait dans le cours de “Calculus”.
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Chapitre 3

Suites de nombres réels

3.1 Généralités sur les suites

3.1.1 Définitions

Définition 3.1. Une suite numérique, ou réelle, est une application u : N — R. Pour tout n € N, l"image
u(n) den paru est notée traditionnellement wu,,, qu’on appelle le terme de rang, ou d’indice, n de la suite. Sou-
vent une suite est identifiée avec son image : (up)nen. On dit aussi que u est la suite de terme général u,,.

Exemple 3.1. La suite des carrés des entiers est u:n > n?, i.e. ug =0, up =1, up = 4,...

Remarque 3.1. Il arrive que la suite ne soit pas définie pour tout n € N. Par exemple la suite définie
PAT Uy = % n'a de sens que sin # 0. On note alors (un)n>1 pour préciser que les valeurs autorisées de n
commencent a 1.

Définition 3.2. Soient u et v deux suites et A € R.
e La somme u + v est la suite de terme général u, + v,. On définit de méme le produit de uv est la
suite de terme général uyvy,, et si v ne s’annule pas, c’est-a-dire si pour tout n € N on a v, # 0, et

u U
le quotient — celle de terme général —.
v v

e La suite Au note la suite de terme génnéml Aty .

Remarque 3.2. Les deux lois “somme” et “multiplication par un scalaire” ci-dessus font de ’ensemble &
des suites un espace vectoriel dont ’élément neutre est la suite nulle, i.e. la suite u telle que u,, = 0 pour
tout n € N.

Définition 3.3. On dit qu’une propriété P(n) est vraie a partir d’un certain rang si Ing € N, Vn € N,
n > ng = P(n) est vraie.

Exemple 3.2. Soit u la suite définie par u, = (n —3)> —=5. Sin>6 onan—3>3, dou (n—3)2>9 et
donc u,, >4 > 0. Cependant us = —1 < 0. La suite u n’est pas tout le temps positive, mais elle U’est a partir
d’un certain rang. Dans cet exemple le ng est 6. Attention, cela ne signifie pas que pour n <5 la propriété
est fausse! Ici on a par exemple ug = 4 > 0.

3.1.2 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 3.4. Une suite (uy,), est dite arithmétique s’il existe r € R tel que upy1 = up, + v pour tout
n € N. Le nombre r est alors unique et s’appelle la raison de la suite.

Etant donné le premier terme ug de la suite, on calcule alors les termes suivants par u; = ug + 7, us =
uy + 7 = ug + 2r, etc. On montre facilement par récurrence la propriété suivante

Proposition 3.1. (u,), est une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug si et seulement si
pour tout n € N on a u, = ug + nr.

Exercice 3.1. Démontrer la proposition.

Exemple 3.3. En prenant ug = 1 et r = 2 on obtient la suite des entiers impairs.
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Proposition 3.2. Si (uy,), est une suite arithmétique de premier terme ug et de raison v alors la somme
des premiers termes de la suite est

~ n(n+1)r n+ 1) (ug + up, nombre de termes x (1er terme + dernier terme

2 2 2

k=0
1 1

Démonstration. On remarque que l’égalité (n + 1)ug + n(n;— )r = (n+ D){uo + un) découle directement
de u,, = ug+nr. Il suffit donc de montrer la premiére. On montre le résultat par récurrence. Pour tout n € N

n

1
soit P(n) la proposition “Z up = (n+ 1ug + w?
k=0
0x (04 1)r

e Pour n =0 on a bien ug = (0+ 1) x up + . P(0) est donc vraie.

e Soit n € N, on suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n + 1) aussi. On écrit

n+1 n
k=0 k=0
3 n(n+1)r
T (n+ Do + % + (uo + (n + 1)r)

n(n+ L)r

= (n+Dug+u+ +(n+)r

(n+1)(n+ 2)7".

= (n+2)up+ 5

Donc P(n + 1) est vraie.
e Le principe de récurrence permet d’affirmer que P(n) est vraie pour tout n.
O

Remarque 3.3. La preuve ci-dessus repose sur le fait qu’on ait deviné la formule qui donne la somme.
L’idée du calcul est la suivante. On écrit ug+uy + -« +up = ug + (up +7) + - - -+ (ug + nr), puis on regroupe
ensemble les termes en ug et les termes en r. On obtient alors ug+ -+ +up = M+ Dug+r(1+2+---+n)
et il reste a calculer 1+ 2+ ---+n. On écrit alors 2 fois cette somme sur 2 lignes, l'une en sens inverse de
Uautre, et au lieu de sommer ligne par ligne on somme colonne par colonne :

1+ 2 4+ -+ n-1 + n
+ n + n—-1 4+ - + 2 + 1
= (+1) + (n+1) + - + (n+1) + (n+1)
= n(n+1)

nn+1)

et on trouve bien que 1+ ---+n = 5

Définition 3.5. Une suite (u,), est dite géométrique s’il existe ¢ € R tel que uny1 = g X up, pour tout
n € N. Siug # 0, le nombre q est alors unique et s’appelle la raison de la suite.

Etant donné le premier terme ug de la suite, on calcule alors les termes suivants par u; = qug, us = qu; =
q*ug, etc. On montre facilement par récurrence la propriété suivante

Proposition 3.3. (u,), est une suite géométrique de premier terme ug et de raison q si et seulement si
pour tout n € N on a u, = q"uyg.

Exercice 3.2. Démontrer la proposition.

Exemple 3.4. La premiére année le loyer mensuel s’éleve a 500 euros. L’augmentation annuelle est de 2%.
A combien s’élévera le loyer mensuel la cinquieéme année ?

Si on appelle u,, le loyer mensuel en euros lors de 'année n + 1 (ainsi le loyer de la premiére année est
ug) U’énoncé se traduit de la fagon suivante : ug = 500 et U1 = Uy, + ﬁun = 1,02 X u,,. Autrement dit la
suite (un ), est une suite géométrique de premier terme ug = 500 et de raison ¢ = 1,02. Le loyer lors de la
cinquieme année est alors uy = 1,024 x 500 ~ 541,22 euros.
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Remarque 3.4. On peut faire commencer une suite géométrique a n = 1 (dans ’exemple précédent u,, serait

le loyer lors de l’année n). La formule pour u, devient alors u,, = ¢"~‘uy : la puissance a mettre correspond

a la différence entre les indices des 2 termes de la suite qui apparaissent, i.e. u, = q" " Uy,. Par exemple
_ 16

Uq3 = 4" "U27.

Proposition 3.4. Si (u,), est une suite géométrique de premier terme ug et de raison g # 1 alors la somme
des premiers termes de la suite est

1— misonnombm de termes

Zuk:uoxizlertermex -
1—gq 1 — raison

n n n
Démonstration. On a Z Up = Z ¢ up = ug x Z ¢". Par ailleurs

k=0 k=0 k=0
n n n n n+1
(qu> x (=g =3 d" =3 d" =3 d" =3 =1
k=0 k=0 k=0 k=0 Jj=1
n
1— q7z+1

t d b= =2 (]
[§) onc kz_oq 11— p

Exemple 3.5. On reprend l’ezemple précédent. On voudrait maintenant savoir combien de loyer on paiera
au total lors des b années. Il faut donc calculer

1—¢°

1—g¢

S:12uO—|—12’U,1—|—12U2+12U3—|—12U4212><(UO+—|—U4)=12XU0X

Avec ug = 500 et ¢ = 1,02 on trouve alors S ~ 31224 euros ce qui fait en moyenne 520,40 euros par mois.

Application : les suites arithmético-géométriques

Définition 3.6. Une suite (uy,)n est dite arithmético-géométrique s’il existe deur nombres a et b tels que
Upy1 = @ X Uy + b pour tout n € N.

Tout comme pour les suites arithmétiques et géométriques on peut exprimer directement le terme u,, en
fonction de n. On supposera a # 1 sinon la suite est simplement une suite arithmétique. Etant donné uy on
écrit

Uy = aug+b

uy = au;+b = alaug+b) +b = a*ug+ (ab+b)

us = aups+b = a(a*ug+ (ab+0b))+b = a’ug+ (a®b+ab+b)

uy = auz+b = a(aPug+ (a®b+ab+b))+b = a'uo+ (a®b+a’b+ ab+b)
Up = a"ug+ (a" " tb+a"b 4 +ab+b) = a"ug+ b x 11_ a:

A la derniére ligne, on utilise le fait que a”~'b + a" 2b+ --- 4+ ab + b est la some des termes d’une suite
géométrique de raison a # 1 et de premier terme b.
1—a"

Exercice 3.3. Montrer proprement par récurrence que pour tout n € N on a u,, = a"ug + b x T .
—a

Exemple 3.6. Je souhaite acheter une voiture. Mes revenus me permettent de rembourser au mazimum 300
euros par mois. Pour un prét d’une durée de 5 ans, la banque me propose un tauz d’intérét de 3% par an,
soit 0,25% par mois. Quel montant mazimal pourrai-je emprunter a la banque et a combien se montera le
montat total des intéréts que j’aurai versés 2 Autrement dit, quelle est la valeur mazimum de la voiture que
je pourrai acheter et combien cela me cottera-t-il de faire ce prét ¢



30 Suites de nombres réels

On va appeler u, le montant en euros qu’il me reste a payer a la banque aprés n mois. L’énoncé se traduit
donc ainsi : lors du mois n + 1 il me reste a rembourser le montant du mois précédent plus les intéréts du
mois passé moins les 300 euros de remboursement effectués, c’est-a-dire :

0,25
Ung1 = Un + X U — 300 = 1,0025u,, — 300.

On a affaire & une suite arithmético-géométrique dont les parameétres a et b valent respectivement 1,0025 et
—300.

La durée du prét est de 5 ans, il faut donc qu’aprés 60 mois il ne me reste plus rien a payer, soit ugy = 0.
Je cherche alors le montant que je peux emprunter soit ce qu’il me reste & payer aprés 0 mois : ug. On écrit
alors

60
1—-1 002560 300 x 1_}&
— ugo = 60y, 11,0025 SRS o N
0 = ugy = 1,0025% 0, — 300 x 1o o 0025 ~ 16696.

Je pourrai acheter une voiture d’environ 16696 euros.
Le montant total des intéréts que j’aurai versés correspond alors au montant total de mes remboursements,
300 x 60, moins ce que 3’ar emprunté, c’est-a-dire 18000 — 16696 = 1304 euros.

Remarque 3.5. Les suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques sont des cas particulier
des suites dites définies par récurrence que [’on étudiera par la suite, cf Section 3.4 page 42.

3.1.3 Suites croissantes, suites décroissantes

Définition 3.7. e On dit que la suite (uy,)n est croissante si Vn € N, u,, < tp41.
e On dit que la suite (uy), est strictement croissante si Vn € N, u, < Up41.
e On dit que la suite (u,), est décroissante (resp. strictement décroissante) si la suite (—uy), est
croissante (resp. strictement croissante), c¢’est-a-dire si Vn € N, uy, > Up1, resp. Up > Upt1).
o (uy,)y est dite monotone (resp. strictement monotone) si (u,), est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante).

Pour savoir si une suite u est croissante, resp. décroissante, on pourra par exemple chercher le signe de
Up41 — Up. S celui-ci est tout le temps positif alors la suite sera croissante, s’il est tout le temps négatif alors
elle sera décroissante.

1

— — EtantdonnéneN ona
(n+1)(n+2)

Exemple 3.7. On considére la suite u définie par u, =

1 1 (n+1)—(n+3) -2 <0
n+2)(n+3) m+Dn+2) ©M+Dn+2)(n+3) n+DHn+2)(n+3)

Un4+1 — Unp = (

Pour toutn € N on a up11 —u, <0, c’est-a-dire up11 < up. La suite u est donc strictement décroissante.

Définition 3.8. e Une suite u est constante si 3c € R, Vn € N, u,, = c.
o Une suite u est stationnaire si 3c € R, Ing € N, Vn € N, n > ng = u, = c.

Exercice 3.4. Ecrire a I’aide de quantificateurs les propriétés suivantes :
a) La suite u est positive & partir d’un certain rang.
b) La suite u est constante & partir d’un certain rang. Comment s’appelle une telle suite ?

c) La suite u est croissante a partir d’un certain rang.

Exercice 3.5. Une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r est-elle croissante 7 décroissante 7
constante 7 Mémes questions pour une suite géométrique de premier terme ug et de raison gq.

3.1.4 Suites majorées, minorées, bornées

Définition 3.9. On dit qu’une suite (uy), est :
e majorée s’il existe M € R tel queVn e Nonau, <M : “IM R, YneN, u, < M.”
Un tel M est appelé un magjorant de la suite.
e minorée s’il existe m € R tel que Vn € N on ait u,, >m : “Im €R, Vn €N, u, >m.”
Un tel m est appelé un minorant de la suite.
e bornée si elle est majorée et minorée.
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Remarque 3.6. Si la suite u est croissante (resp. décroissante) alors elle est minorée (resp. majorée) par
son premier terme ug.

Remarque 3.7. Une suite (u,), est bornée si et seulement s’il existe M € R tel que pour tout n € N on
ait |u,| <M :

M eR, VneN, |u,| < M. (3.1)
En effet, |u,| < M est équivalent & —M < wu, < M. Si (3.1) est vraie alors u est bien bornée, M est
un majorant et —M est un minorant. Réciproqguement, si u est bornée il existe m,M € R tels que pour
tout n € N on ait m < u, < M. Soit M' = max{—m,M}. On a donc M < M’ et —m < M’ ce qui est

équivalent a m > —M'. On en déduit que pour tout n on a u, < M < M' et u, > m > —M’', autrement dit
—M' <up, <M <= |u,| <M.

Exercice 3.6. Soient u et v deux suites bornées et A € R. Montrer que u + v et Au sont bornées.

Exercice 3.7. Montrer qu’une suite u est majorée, resp. minorée, si et seulement si elle est majorée, resp.
minorée, & partir d’un certain rang.

Exercice 3.8. Une suite arithmétique de raison r est-elle majorée ? minorée? bornée? Mémes questions
pour une suite géométrique de raison q.

Exercice 3.9. Donner un exemple de suite :
a) Croissante et majorée.

b) Ni croissante, ni décroissante.

¢) Ni majorée, ni minorée.

d) Croissante, ni strictement croissante a partir d’un certain rang ni stationnaire.

3.2 Limites de suites

3.2.1 Suites convergentes

Définition 3.10. e On dit qu’une suite (uy)n a pour limite | € R, et on note u,, — 1, si

¥e>0,INEN,VneN, n> N = |u, — | <& |

On dit aussi que la suite u converge, ou tend, vers [.
e On dit qu’une suite u est convergente s’il existe Il € R tel que u converge vers .
e On dit qu’une suite u est divergente si elle n’est pas convergente c’est a dire :

VIER,Je>0,YNeN,IneN,n> N et [u, — 1| >e.

Remarque 3.8. Dans la définition 3.10 on peut remplacer < € par < .
Remarque 3.9. La convergence de u vers l est la méme chose que la convergence de u — [ vers 0.

Remarque 3.10. La définition 3.10 ressemble fort a celle de la limite d’une fonction d’une variable réelle
lorsque x tend vers +o00 (voir le cours du premier semestre sur les fonctions d’une variable). Contrairement
a ces derniéres, dans le cas des suites la seule limite que [’on considére est lorsque n tend vers l'infini. On
omettra donc souvent de le préciser (lorsque l’on parle des suites!!).

Remarque 3.11. Dans la définition Uentier N dépend de e (voir l'exemple ci-dessous).

Pour montrer, & partir de la définition, qu’une suite u tend vers [ on peut utiliser le plan suivant :
1. Soit € >0
2. Posons N = - --
3. Vérifions : Soit n > N, ..., on a bien |u, — | <¢
4

. Donc u,, — .
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1
Exemple 3.8. Montrons avec la définition que la suite de terme général u, = —,n € N*, converge vers 0.
n
1
C’est-a-dire : — — 0.
n
Soit € > 0. La question a résoudre est la suivante : existe-t-il un entier N tel que Vn € N*, n > N =
1
|u, — 0] < €2 On commence par étudier ce que signifie |u,| < €. Puisque u, = — > 0 cela signifie que
n
1 1 1
0< — <e clest adiren> —. Ainsi on peut dire que Vn € N, n > — implique que |u,| < €. On doit donc
n €

1
choisir un entier N > — puisqu’alors n > N = n > — et donc |u,| < €. On peut prendre, par exemple,
€ €

1
N:E<) + 1 et on a bien
€
VneN, n>N = |u,| <e,
ce qui est précisément la définition de “la suite (uy,)n tend vers 07

Exercice 3.10. Montrer, en utilisant la définition, que la suite de terme général u,, = gz;é tend vers 3/2.

Exercice 3.11. Montrer, en utilisant la définition que si, Yn € N, u,, > 0 et uw, — a, alors a > 0 et
Vs = Va.

‘Proposition 3.5. Si une suite converge sa limite est unique. ‘

Démonstration. On va raisonner par absurde : supposons que (u,), converge a la fois vers l; et I avec
ly # ls. Posons ¢ = %|l1 — l5|. D’apres la définition de la convergence, il existe Ny € N tel que n > N; =
|un, —1] < &, et il existe Ny € N tel que n > Ny = |u, —1| < €. Soit N = max(Ny, Na). On a alors |[uy —11]| < ¢
et |’LLN — lg| < e. Do,

|l1 7lg| = |(ll 7’U,N) + (UN — lg)| S |l1 7’uN| + "LLN 712| < 2= |ll — l2|

Ce qui est absurde, donc I’hypothése de départ est fausse. O

Définition 3.11. On dit qu’une suite u tend vers +o0o, noté u, — 400, si
VAeR, ANeN,VneN,n> N = u, > A.
On dit que la suite u tend vers —oo, noté u,, — —o0, si

VBeR,INeN,Vne N, n>N = u, <B.

& Attention ! Une suite qui tend vers +oco est une suite divergente. En particulier une suite ne converge
pas vers l'infini. . .

& Attention ! Une suite diverge si elle n’a pas de limite finite. Cela ne veut pas dire qu’elle tend vers +oo
ou —oo. Elle peut aussi ne pas avoir de limite du tout! C’est le cas par exemple de la suite de terme général
u, = (=1)".
Pour montrer, a partir de la définition, que u,, — +o00, on peut utiliser le plan suivant :

1. Soit A€ R

2. Posons N = - --

3. Vérifions : Soit n > N, ..., on a bien u, > A.

4. Donc u,, — +oo.

Exercice 3.12. Montrer en utilisant la définition que (y/n), tend vers +oo.

Proposition 3.6. 1) Toute suite convergente est bornée.
2) Toute suite réelle qui tend vers +00 est minorée.
3) Toute suite réelle qui tend vers —oo est magorée.
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Démonstration. 1) Supposons que u, — [. Soit ¢ =1 > 0, il existe alors N € N tel que
VYneNn>N = |u, — 1| <1.
En utilisant 'inégaltié triangulaire on obtient que |u,| < |{| + 1 pour tout n > N. Si on pose
M = max{|ugl, |u1l, ..., |un-1], |I| + 1},

on a |u,| < M pour tout n € N et donc la suite est bien bornée. (On aurait aussi pu conclure en disant que
la suite était bornée a partir d’un certain rang et donc bornée.)
2) Supposons que u, — +00 . Soit A = 1, il existe alors N € N tel que

YvneN,n>N=u, > 1.

Donc la suite est minorée par m = min{ug, u1,...,un—1,1}.
3) On applique 2) & —uy,. a

Exercice 3.13. Montrer qu'une suite arithmétique de raison r tend vers oo si r > 0 et vers —oco si r < 0.
Que se passe-t-il si r =07

3.2.2 Opérations sur les limites

Proposition 3.7. Soient A € R, u, v deux suites et (I,1') € R%. On a les propriétés suivantes :
1. 8iuy, — 1 alors |ug| — |I].

un, — 0 si et seulement si |u,| — 0.

St uy, — 1 et v, = U alors up, +v, —1+1.

Si u, — 1 alors Au,, — M.

Si u, — 0 et v est bornée alors u,v, — 0.

St uy, — 1 et v, = U alors up,v, — 1.

Si Uy, — 1, up # 0 pour tout n € N et [ #0 alorsuin%%.

Siup =1, vy, =1, v, #0 pour tout n € N et I’ #0 alorsz—"%l%.

n

© X NS & o

Si u, — 400, resp. u, — —00, et v est bornée (en particulier si v, — ') alors u, + v, — 400, resp.
Uy, + Uy — —0O0.

10. Siu, — +oo et v, =1 >0, resp. I <0, alors uyv, — +00, 1€SP. UpUy, — —O0.
11. Siuy — 400 et v, = +00, resp. —oo, alors u,v, — +00, resp. Upv, — —oo.

12. Si, pour tout n € N, u,, #0 et si u, — +00 (ou u, = —00), alors ui — 0.
Remarque 3.12. Ces propriétés sont similaires o celles sur les limites de fonctions.

Bien que beaucoup de ces propriétes vous semblent “évidentes”, ou en tous cas connues, il est trés instructif
d’en voir les démonstrations qui se font toutes & partir de la définition. Cela vous permettra de manipuler
un peu cette définition, ce qui est loin d’étre simple au début.

Démonstration. 1. Soit e > 0. Il existe N € Ntel quen > N = |u,, —I| <. Or on a ||u,| —|I]| < |up —1.
Donc n > N = ||uy| — |I]| <e.

2. Pour tout n € Non a |[u,| — 0] = |up| = |u,, — 0], et donc quelque soit € > 0 on a |[u,| — 0] <& <
|un, — 0] < e. D’ou I'équivalence.

3. Soit € > 0. Il existe N; € N tel que n > Ny = |u, — ] < /2 (on applique la Définition 3.10 avec
g > 0) et il existe No € N tel que n > Ny = |v, — | < /2. Posons N = max (N7, N2). Pour tout
n >N onan > N;etn> Ny, donc

[un + v — L+ 1) = |(un = 1) + (v =) < Jup =1 + |vp, = U'| < e.
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4. Soit € > 0. On a == > 0, donc par définition de u,, — [ il existe N € N tel que

[Al+1
€
n>N=—= |u, —I| < ———.
- | | Al +1
[Ale
Pour tout n > N on a donc |[Au, — Nl| = |A] X |u, — | < A[+1 <e.
5. La suite v est bornée donc il existe M € R tel que, ¥n € N, |v,| < M. Soit € > 0. On a ﬁ >0

donc, par définition de w,, — [, il existe N € N tel que n > N = |u,,| < ﬁ On a alors, pour tout
|M|e
|M|+1
6. On écrit u,v, = (uy, — vy, + lv,. D’aprés 4. on a lv, — I'. D’autre part, on a u,, — I — 0 et v,, est
bornée car convergente donc d’aprés 5. (u, — l)v, — 0. On en déduit, d’aprés 3., que u,v, — .

n > N, |upvn| = |un| X |vp] < <e.

7. D’apreés 1. u, = | = |uy| — |I|. D’autre part, comme & = % > 0, dN; € N tel que, pour tout n > Ny,

| |
-l <& <= -=

Junl = 18] < 5 .

- |7] 2 . : o1
En particulier, pour tout n > Nj on a |u,| > 5 et donc ﬁ < m Ainsi la suite de terme général —
Up, Unp

1 1

est bornée a partir d’'un certain rang et est donc bornée. Par ailleurs, pour tout n, — — 7= (l—un)l—.
Uy, Uy,
La suite [ —u tend vers 0 et la suite i est bornée, on peut donc appliquer 5. ce qui prouve le résultat.

|l]
nl — |1 —.
< |up] ||<2

8. Un _ Uy, X i or u, — 1l et i — l d’ou le résultat.
Un Un Un U
9. On traite le cas u, — +00. v est bornée, en particulier minorée donc il existe m € R tel que pour
tout n € N on ait v, > m. Soit A € R. Il existe N € N tel que n > N = u, > A — m. Pour tout
n > N on a alors u, +v, > (A—m)+m = A.
li

l
10. On traite le cas I’ > 0. v, — I’ et 3 > 0 donc il existe N7 € N tel que, pour tout n > Ny,

l/ / l/

|vn—l’|<§ — —§<vn—l’<§.
En particulier, on obtient, pour tout n > Ny, v, > % > 0. Soit A € R. Comme u,, — +00, il existe
Ny € N tel que n > Ny = uy, > M > 0. Posons N = max(Ny, N2). Pour tout n > N on a alors

r -
Uy > |A| > A.
11. Soit A € R. Il existe Ny € N, resp. Na € N, tel que n > Ny = u,, > /|A|, resp. n > Ny = v, > /| A|.
Posons N = max (N, Na). Pour tout n > N on a alors u,v, > |A] > A.
12. On traite le cas u,, — 400. Soit € > 0. Puisque u,, — 400, par définition il existe N € N tel que pour

tout n > N on a u, > % > 0. En prenant 'inverse (on a des nombres positifs) on en déduit que pour
tout n > N on a alors

= — <g,
Up

1 ‘ 1

~ i 1
ce qui prouve bien que a 0.

O
Remarque 3.13. Au 7. sil =0 on ne peut rien dire.
Ezemple : u, = (—1)"/n — 0 mais -— =n/(=1)" n'a pas de limite (ni finie ni infinie).
Remarque 3.14. Les quatre “formes indéterminées” sont (+00) + (—00), 0 x oo, % et =. La terminologie

“forme indéterminée” signifie juste qu’il faut plus d’information pour pouvoir étudier la limite, pas que l’on
ne pourra rien faire du tout. Si on rencontre une de ces formes on évitera donc de s’arréter la et de conclure
par “c’est une forme indéterminée”.

Par exemple la forme indéterminée (+00) + (—00) signifie que la seule connaissance de u, — +0o et
v, — —00 ne permet pas de tirer de conclusion sur la limite éventuelle de la suite u + v comme le montrent
les trois exemples ci-dessous.
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Ezemple 1 : u,, = n? — +o0, v, = —n — —o0 et u, + v, — +00.
Ezemple 2 : u, =n+1— 400, v, = —n — —00 et u, + v, — 1.
Ezemple 3 : u, =n+ (—=1)" = +00, v, = —n — —00 Mais u, + v, n'a pas de limite.

Dans chacun des cas u, — +00 et v, — —00, cependant u + v a un comportement différent & chaque fois.
Remarquez qu’on sait dire lequel...
Ezemple 4 : un, = (=1)"/n — 0, v, =n — 400 mais uyv, = (—1)" n'a pas de limite.

Exercice 3.14. Montrer que si, pour tout n € N, u,, > 0 et si u,, — 0 alors ui — 4-00.

3.2.3 Limites usuelles
Fractions rationnelles
Soient p,q € N et ag, ..., ap, bo,...,bq des réels tels que a, # 0 et by # 0 On considére
p
aknk
_apnf +--tam+ag o
Cbgnd 4+ bin+by O

Z bjnj
j=0

n

. apn? : . ap,n®
Alors lim wu, = lim -Z p (les plus grandes puissances). Pour le voir il suffit de mettre -2

n—-+00 n—+00
dans ’expression de u,, et d’utiliser la Proposition 3.7.

en facteur

qT

Logarithme et exponentielle

Dans ce cours, on admet les résultats suivants :
e lim In(n)=+4oo.
n—-+oo

o lim e" = +o0.
n——+o0o

e L’exponentielle “croit plus vite” que n’importe quelle puissance. C’est-a-dire, pour tout a € R,

en
lim — =400 < lim n% " =0.
n—+oo N n—-+oo
On démontrera le cas particulier ¢ = 1 dans I’Exemple 3.9.
e N’importe quelle puissance positive de n “croit plus vite” que le logarithme. C’est-a-dire, pour o > 0,
In(n)

lim =0
n—+oco N

Avec a = 1 on obtient le cas particulier important

1
im0
n—+oco N

Factorielle

On a lim n! = 4o0.

n—o0
On admet le résultat suivant (voir I’Exercice 32 dans le polycopié d’exercices) : pour tout z € R,
n

lim — =0.

n—oo nl

3.2.4 Propriétés d’ordre des suites réelles convergentes

Proposition 3.8. Soit une suite u qui converge vers [ et (a,b) € R2.

1) sia <1 alors il existe N1 € N tel que, pour tout n > Ny, u, > a.

2) sil < b, il existe un entier No € N tel que, pour tout n > Na, u, < b.

3) sia <l <b, il existe un entier N € N tel que, pour tout n > N, a < u,, <b.
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Démonstration. 1) On a € =1 — a > 0 donc, par définition de la limite, il existe N; € N tel que n > N; =
lup, =1 <l—a.Or |u, —I| <l—a=u, —1>—(—a). Dot u, > a pour tout n > Nj.

2) On applique 1) 4 v = —u et a = —b.

3) est une conséquence de 1) et 2). O

Proposition 3.9. [Passage & la limite dans une inégalité] On suppose qu’il existe N € N tel que pour tout
n > N on ait u, > a (ou u, > a). Si u, a pour limite l alorsl > a.

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Supposons | < a. D’aprés la proposition précédente, il existe
N; € N tel que n > Ny = u, < a. Soit n = max(N, Ny). On a alors w,, < a mais par hypothése u,, > a.
C’est absurde. O

& Attention ! Si pour tout n > N on a u, > a et u, — [ alors on ne peut pas en déduire que [ > a.
Par exemple, pour tout n € N*, 1/n > 0 et 1/n tend vers 0, mais on n’a pas 0 > 0! Moralité : les inégalités
strictes se transforment en inégalités larges par passage a la limite.

Théoréme 3.1. [Théoréeme d’encadrement (dit des gendarmes)] Soient u, v et w trois suites réelles
telles que

ANeN,VneN, n>N = u, <v, <w,,
U, — 1 et w, — 1.

Alors v, — L.

Démonstration. Soit € > 0, N1, No tels que Vn € N, n > Ny = |u,, — | < e et n > Ny = |w, — ] < e. Soit
Ny = max(N, N1, Na). Pour tout n > Ny, on a

° u, < v, < wp,

o |u, —l|<e = —e<u,—1

o lw, —ll<e = w,—-1l<e.
AinsiVn > Ngpona —e <u, -l <v, -l <w, —l<e=|v, — ] <e. O

. n . . . N .
Exemple 3.9. Soit v, = —. On va montrer le résultat sur les croissances comparées, o savoir v, — 0. On

e
sait que e > 1. Soit h =e —1 > 0. On écrit alors, pour tout n > 2 et en utilisant la formule du binéme de
Newton,

n 1 n 1
o=y =30 ()it = s M 3 (e 1 e
k=0 k=3

ot on a utilisé le fait que h > 0. On en déduit que pour toutn > 2,0 < v, < ﬁ On peut alors appliquer

le théoréme des gendarmes avec les suites u, = 0 et w, = ﬁ ce qui prouve bien que v, — 0.
Corollaire 3.1. Soit u une suite et | € R. On suppose qu’il existe une suite (v, )y telle que

AN eN, Vn > N, |u, — | < ag,
et telle que o, — 0. Alors u,, — 1.

Démonstration. Pour tout n > N on a
—an < U, — 1 < ay.

Comme —a, — 0 et a,, — 0, on a d’aprés le théorémes des gendarmes u,, — I — 0 < u,, — [. O

Proposition 3.10. Soient u et v deux suites réelles telles que AN € N, Vn € N, n > N = u,, < vy,.
1. Siu, — +oo alors v, — +oo.
2. St v, — —o0 alors u, — —o00.

3 Siu, = letv, =1 alorsl <.
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Démonstration. 1. Soit A € R. Il existe N1 € N tel que, Vn € N, n > N; = u, > A. Soit Ny = max(N, Ny).
Pour tout n > Ny on a u, < v, et u, > A, donc v,, > A. On a montré que pour tout A € R il existait
N5 € N tel que n > Ny = v,, > A, c’est précisément la définition de v,, — +o0.

2. On applique 1. aux suites —u et —wv.

3. D’aprés la Proposition 3.7 on a v,, — u, — I’ — [. De plus, pour tout n > N on a v, — u,, > 0. On en
déduit d’apres la Proposition 3.9 que I’ — [ > 0. O

Exemple 3.10. Siu est une suite géométrique de premier terme uy # 0 et de raison r, on a les cas suivants :
1. si|r| <1 la suite u converge vers 0.
2. sir =1 la suite u converge vers ug.
3. st r = —1 la suite diverge.
4. si|r] > 1 la suite u diverge. Elle tend vers +0o sir > 1 et ug > 0, et vers —oco si T > 1 et ug < 0.

En effet, si r > 1, on peut écrire r = 14+ h avec h > 0. On a alors, en utilisant la formule du binéme de

Newton,
n

r":Z(Z)h’“Zl—i—nh—)—i—oo.
k=0

Si|r| <1 etr#0 (sir=0 le résultat est évident), on a ﬁ > 1, donc (|71|)n — 400 (suite géométrique de
premier terme 1 et de raison ‘—il), ce qui implique que |r|™ — 0 et donc ™ — 0. Si r = —1 la suite n’a pas
de limite (voir la Section 3.5 sur les suites extraites).

3.2.5 Suites et continuité

Vous avez étudié au premier semestre les fonctions continues. Vous y avez en particulier vu plusieurs résultats
permettant de montrer qu'une fonction est continue (somme de fonctions continues, produit de fonctions
continues, etc.) Le théoréme qui suit fournit un critére trés utile pour caractériser les fonctions continues.
On 'utilise en particulier pour montrer qu'une fonction n’est pas continue.

Théoréme 3.2. Soient f : I — R et a € I. La fonction f est continue en a si et seulement si
pour toute suite (x,)n qui converge vers a la suite (f(zy))n converge vers f(a).

Démonstration. (=) On suppose que f est continue en a. Donc
Ve>0, In>0Veel,|zt—a|l <n=|f(x) — fla)| <e. (3.2)

Soit (zy,), une suite qui converge vers a, il faut montrer que la suite (f(z,)), converge vers f(a). Soit € > 0,
on choisit n > 0 tel que (3.2) soit vraie. Comme (x,,),, tend vers a et que n > 0, par définition il existe N € N
tel que pour tout n > N, on ait |z, — a] < n. On peut ainsi appliquer (3.2) a z,, pour tout n > N et on a
donc

VneN, n>N = |z, —a|<n = |f(zn) — fla)] <e.

Ainsi pour tout € > 0 on a trouvé N € N tel que, Vn € N, n > N = |f(x,) — f(a)| < € ce qui signifie
précisément que la suite (f(x,)), tend vers f(a).

(«=) On raisonne par contraposition. On suppose que f n’est pas continue en a, c’est-a-dire que f(z) ne
tend pas vers f(a) lorsque z tend vers a. Autrement dit on écrit la négation de (3.2) :

Je>0,Vn>0, Jxel, [x—a|l<net|f(x)— fla)] >e, (3.3)

et on montre qu'il existe une suite (x,), qui tend vers a mais telle que la suite (f(z,)), ne tende pas vers
f(a)

Pour tout n € N*, en prenant n = = > 0 dans (3.3), il existe z,, € I tel que |z, —a| < L et |f(x,)— f(a)| >
e. D’aprés le Corollaire 3.1 la suite (z,), tend vers a. Par contre, pour tout n € Non a |f(z,) — f(a)| > ¢
donc la suite (f(xy,)), ne tend pas vers f(a). On a construit une suite (x,), qui tend vers a et telle que la
suite (f(zy))n ne tende pas vers f(a). O

Remarque 3.15. Pour montrer que f n’est pas continue en a, il suffit de trouver une suite (x,)n, qui tend
vers a et telle que la suite de terme général f(x,) ne tende pas vers f(a).
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1
Exercice 3.15. Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = sin <> siz # 0 et f(0) =0 n’est pas
T

continue en 0. Indication : considérer la suite de terme général x,, = p——
nmw+ %
2

3.2.6 Remarque sur les suites de nombres complexes

Une suite compleze est une application u : N — C, que l'on note (up)nen. On dit qu’une suite complexe
(un)n converge vers | € C si et seulement si

Ve >0,IN e NVneNn>N=|u, — | <e.

I s’appelle la limite de la suite, et on note u,, — . La partie réelle et la partie imaginaire d’une suite complexe
sont des suites réelles. On utilisera le résultat suivant.

Proposition 3.11. Une suite compleze converge vers | € C si et seulement si (Re(uy)), converge vers Re(l)

et (Im(uy,)), converge vers Im(l).

n

n

3.3 Suites monotones, suites adjacentes

3.3.1 Borne supérieure, borne inférieure dans R
On rappelle la définition d’ensemble majoré et minoré.

Définition 3.12. Soit A un sous-ensemble de R. On dit que
e M € R est un majorant de A si, pour tout x € A, v < M,
e m € R est un minorant de A si, pour tout x € A, z > m.
On dit que A est
e majoré si A admet un magjorant,
e minoré si A admet un minorant.
e borné si A est majoré et minoreé.

Remarque 3.16. Dire qu’une suite (uy)n est majorée, resp. minorée, est équivalent & dire que ’ensemble
{un, |n € N} de ses termes est magjoré, resp. minoré.

On admettra le théoréme suivant.

Théoréme 3.3. (Théoréme de la borne supérieure)

1. Soit A un sous-ensemble majoré non-vide de R. L’ensemble des majorants de A admet un
plus petit élément que 'on appelle la borne supérieure de A, notée sup A.

2. Soit A un sous-ensemble minoré non-vide de R. L’ensemble des minorants de A admet un
plus grand élément que l’on appelle la borne inférieure de A, notée inf A.

Remarque 3.17. Le théoréme ci-dessus est faux si on remplace R par Q. Par exemple le sous-ensemble
{z € Q, 22 < 2} est majoré non-vide, mais n’admet pas de borne supérieure (dans Q!).

B Attention ! La borne supérieure d'un ensemble n’est pas forcément le plus grand élément de celui-ci, car
par définition le plus grand élément d’un ensemble doit appartenir & I’ensemble. De méme la borne inférieure
d’un ensemble n’est pas forcément le plus petit élément de celui-ci.

Exemple 3.11. L’ensemble A =10,1[ admet —1, 0 comme minorants. Sa borne inférieure est 0 mais elle
n’appartient pas a A : l’ensemble A n’a pas de plus petit élément. D’autre part, 10, 4 et 1 sont des magjorants
de A et sa borne supérieure est 1.

L’ensemble A =] — 00,2] n'a pas de minorant donc n’a pas de borne inférieure et a une borne supérieure 2
qui est dans A qu’on appelle aussi mazximum ou plus grand élément.

Proposition 3.12. Soient A et B deuz parties non vides majorées de R. Si A C B alors sup A < sup B.
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Démonstration. On suppose que A C B. Par définition, sup B est le plus petit majorant de B. En particulier
c’est un majorant de B donc pour tout € B on a z < sup B. Soit maintenant z € A, puisque A C B on a
x € B et donc z < sup B. On a montré que pour tout x € A on avait x < sup B, autrement dit sup B est un
majorant de A. Comme sup A est le plus petit majorant de A, nécessairement sup A < sup B. O

La proposition suivante permet de caractériser la borne supérieure d’un ensemble.

Proposition 3.13. Soit A C R. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
1. M =supA.
2. M est un majorant de A et pour tout € > 0 il existe a € A tel que M —e <a < M.

3. M est un majorant de A et il existe une suite (ap), d’éléments de A telle que a,, — M.

Démonstration. On va montrer 1. = 2. = 3. = 1.

1. = 2. Par définition M est un majorant de A. Soit maintenant € > 0. On a M —e < M et donc, comme
M est le plus petit majorant de A, M — ¢ n’est pas un majorant donc il existe a € A tel que M —e < a. (On
a bien sur a < M puisque M est un majorant.)

2. = 3. Soit n € N*. Comme % > 0, par hypothése, il existe a,, € A tel que M — % < a, < M. Montrons
que la suite (a,), ainsi construite convient. Les suites de terme général u,, = M — % et w, = M tendent
toutes les deux vers M. Puisque pour tout n on a u, < a, < w, le résultat est une simple application du
Théoréme des gendarmes.

3. = 1. Il faut montrer que M est le plus petit majorant de A. On sait déja que M est un majorant de A.
Soit maintenant M’ < M, on montre que M’ n’est pas un majorant de A. Par hypothése il existe une suite
(an)n d’éléments de A qui tend vers M. Soit e = M — M’ > 0. Il existe N € Ntel quen > N = |a, — M| < e.
En particulier on a ay — M > —e = M’ — M et donc ay > M’ ce qui prouve bien que M’ n’est pas un
majorant de A. |

Exercice 3.16. Ecrire une proposition similaire pour caractériser la borne inférieure d’un ensemble.

3.3.2 Théoréme des suites monotones

Théoréme 3.4. 1. Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.

2. Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

Démonstration. 1. Supposons que (u, ), est croissante et majorée. L’ensemble A = {u,,, n € N} est une partie
non vide et, par hypothése, majorée de R. Elle admet donc une borne supérieure M d’aprés le Théoréme 3.3.
On va montrer que u,, — M. Soit € > 0. D’aprés la Proposition 3.13, on sait alors qu’il existe a € A tel
que M — e < a < M, autrement dit il existe N € N tel que M — e < uy < M. Comme la suite (uy), est
croissante, Yn > N, u,, > uy donconavn >N, M —e <u, <M < M +¢& = |u, — M| < € ce qui prouve
que la suite (u, ), converge (vers M).

2. Il suffit d’appliquer 1. a la suite —u. O

& Attention ! La preuve du théoréme montre que si une suite est croissante et majorée alors elle converge
vers la borne supérieure de I’ensemble {u,,, n € N} de ses termes. Dans la pratique, lorsqu’on montre qu’une
suite est majorée on cherche juste un majorant et on ne trouve pas forcément le meilleur qu’est la borne
supérieure. Si a est un majorant de la suite (u,), tout ce qu’on pourra affirmer c’est que la limite ¢ vérifie
¢ < a (la borne supérieure est le plus petit majorant). Voir 'Exemple 3.12 et 'Exercice 3.17.

Théoréme 3.5. 1. Toute suite réelle croissante et non majorée tend vers +o0.

2. Toute suite réelle décroissante et non minorée tend vers —oo.
Démonstration. 1. Soit A € R. La suite u n’est pas majorée, donc A ne peut pas étre un majorant de la
suite : AN € N, uy > A. Comme la suite est croissante, Vn > N, u,, > uy > A. On a donc montré que pour

tout A € R il existait N € N tel que n > N = u,, > A, c’est précisément la définition de u,, — +oc.
Le 2. se fait de la méme fagon. |

n
1
Exemple 3.12. On va montrer que la suite de terme général u, = Z w2 converge.
k=1
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Cr > 0. La suite est donc (strictement) croissante.
n
1 1

1 1
e Montrons qu’elle est majorée. Soit k > 2. On a k* > k(k —1) > 0 donc e < K1) =TT %

e Soitn e N*. On a upq41 —up =

On en déduit que

1 u 1 1 1

La suite (un)n est donc bien majorée, par 2.
Finalement, la suite est croissante et majorée donc elle converge.
Remarque : on sait qu’elle converge vers la borne supérieure de l’ensemble {u, |n € N*} et que celle-ci est
inférieure ou égale a 2, mais rien ne dit qu’elle vaut 2. C’est d’ailleurs faux comme le montre [’exercice
ci-dessous.

Exercice 3.17. On reprend la suite u de 'exemple précédent. En vous inspirant de ’exemple et en écrivant

que, sin > 3,
1
k=3

B~ =

montrer que la suite u est majorée par 1
. . Lo . e T
Remarque : la limite de la suite u est en fait 5 qui est strictement inférieur a T mais la preuve de ce

résultat dépasse le cadre de ce cours.

3.3.3 Suites adjacentes

Définition 3.13. Deux suites u et v sont dites adjacentes si ['une est croissante, l’autre décroissante, et si
la suite uw — v converge vers 0.

Théoréme 3.6 (Théoréme des suites adjacentes). Si deuz suites u et v sont adjacentes, alors elles sont
convergentes et ont méme limite.

Remarque 3.18. Le théoréme reste vrai si les suites u et v ne sont croissante/décroissante qu’a partir d’un
certain rang.

Lemme 3.1. Siu est une suite décroissante et qui tend vers 0 alors u,, > 0 pour tout n € N

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Supposons qu'’il existe N € N tel que uy < 0. Comme u est
décroissante,onan > N = u, <uy < 0.Soite = |uy| = —uy. llexiste N; € Ntel quen > N1 = |u,| < .
Soit N/ = max(N,Ny). On a unys <uy et |lun/| <e=—-uy = uy < —|un/| = uns ce qui est absurde. O

Démonstration du Théoréme. Supposons que u est croissante et v est décroissante. Soit w = v — u. Pour tout
ne€Nona

Wn41 — Wp = (Un+1 - un+1) - (Un - un) = (UnJrl - Un) + (un - unJrl)- (34)

Comme v est décroissante, v, 11 — v, < 0, et comme u est croissante, u, — un+1 < 0. On déduit alors de (3.4)
que la suite w est décroissante. De plus elle tend vers 0, donc d’aprés le lemme précédent on a w, > 0 pour
tout m. Ainsi Vn € N, up, < tpq1 < vp41 < vy, La suite u est donc croissante et majorée par vg. Donc elle
converge vers un certain [. De méme v est décroissante et minorée par ug donc elle converge vers un certain
I". On a alors u,, — v, — | — I’ mais par hypothése u,, — v, — 0. Par unicité de la limite on obtient [ =’. O

Remarque 3.19. La démonstration ci-dessus montre également que la limite commune | des suites u et v
vérifie
Uy <1 < vy, vn € N.

Si les suites (up)n et (vy)n sont respectiverment strictement croissante et strictement décroissante, on peut
remplacer u, <l < v, par u, <l < v, pour tout n € N.
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n

Exemple 3.13. Soient u et v les suites de terme général u, = — et v, =u, +

. On va montrer
— k! n x n!

que ces deux suites sont adjacentes.
e On montre que la suite u est (strictement) croissante. En effet, pour tout n € N,

Lan g I | 1
il —Un =Y ==Y —=— >0
tntt — 4 Z%m Z%m (n+1)

e On montre que la suite v est (strictement) croissante. En effet, pour tout n € N*,

1 1
Unbl T = (un+1+(n—|—1)x(n+l)!>_<un+nxn!>
1 1
- (un+1_un)+(n+1)><(n+1)!_n><n!
! 1 1
T ) T s ) x el nxal
n+ 2 1

n+1)x(n+1! nxnl
n(n+2)—(n+1)>2
n(n+1) x (n+1)!

1

- T nn+1) x (n+1)! <0

— 0.

e On montre que la suite u — v tend vers 0. Pour tout n € N*, on a u,, — v, = — '
n x n!

Les deux suites u et v sont bien adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite .
N.B. On peut montrer que cette limite vaut e.

Un des théorémes principaux que vous avez vus au premier semestre dans le cours “Fonctions d’une
variable réelle” est le Théoréme des Valeurs Intermédiaires.

Théoréme 3.7 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient I un intervalle de R, f: 1 — R
une fonction continue et (a,b) € I? tels que a < b. Alors pour tout réel iy compris entre f(a) et
f(b) il existe c € [a,b] tel que f(c) =1.

On va ici démontrer ce théoréme a ’aide des suites adjacentes.

Démonstration. On souhaite utiliser le théoréme des suites adjacentes. Pour construire les deux suites (ay )
et (b,)n en question, dont la limite commune sera le point ¢ recherché, on va utiliser le procédé dit de
dichotomie (divisions successives par deux).

On suppose que f(a) < f(b) (le cas f(a) > f(b) se traite de la méme fagon). Soit 7 tel que f(a) < v < f(b).
L’idée est de construire deux suites (ay,), et (bn)n telles que

1. apgp = a et b() = b,

2. ¥neN, ap < any1 < bpy1 < by, (autrement dit [an11,bnt1] C [an, bn]),

3. VneN, byy1 —any1 = bn_Tan (a chaque étape on divise la taille de l'intervalle par deux),

4. Vn e N, f(an) <~ < f(bn) (& chaque étape on a v € [f(an), f(bn)])-

L’idée est, & chaque étape, de diviser l'intervalle en 2 de fagon & ce que le nombre ~ soit toujours compris
entre les valeurs de f aux bornes du nouvel intervalle.

Admettons que 1'on sache construire deux telles suites. D’aprés 2. la suite (ay,), est croissante et la suite
(bn)n est décroissante, et d’apres 3. la suite (b, — a,,),, est géométrique de raison 3 €] — 1,1[ donc elle tend
vers 0. On en déduit que les deux suites (ay,),, et (by), sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme
limite ¢, et d’aprés 1. et 2. on a bien ¢ € [a,b]. Finalement comme f est continue on a, d’aprés le Théoréme

3.2, f(an) = f(c) et f(bn) = f(c), et en utilisant la Proposition 3.9 et 4. on a f(c¢) < v < f(c), c’est-a-dire

fle) =~
Il reste donc a construire les suites a et b vérifiant les propriétés 1. a 4. ci-dessus. On le fait par récurrence.
On prend ag = a et by = b (ainsi 1. est vérifié). Supposouns ag, . .., a, et by,...,b, construits vérifiant 1. a 4.

n bn e
Soit m,, = % le “milieu” de [ay,, b,]. On compare f(m,,) et 7 :
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— Si f(my) <y on pose ant1 =My, et by = by,.

— Sinon on pose a1 = Ay €t byp1 = My,
On vérifie facilement que les propriétés 2., 3. et 4. sont vérifiées jusqu’au rang n+ 1. L’idée est qu’on a divisé
lintervalle [a,, b,] en deux et “gardé” la moitié (droite ou gauche) telle que y soit toujours compris entre les
valeurs images par f de chacune des deux bornes du nouvel intervalle. O

Exercice 3.18. Illustrer a l'aide d’un dessin le procédé de constructions des suites (an)n €t (by)n.

3.4 Suites définies par récurrence

3.4.1 Suites récurrentes d’ordre 1

Une suite définie par récurrence d’ordre 1 est une suite dont les termes sont définis de fagon successive.
C’est-a-dire que pour tout entier n le terme u, 41 est défini & partir de u,. De fagon plus précise :

Définition 3.14. Soit I C R et f : I — R une fonction telle que f(I) C I. On appelle suite définie par
récurrence par la fonction [ toute suite vérifiant ug € I et up41 = f(uy) pour tout n € N.

Exemple 3.14. Les suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques sont des suites définies
par récurrence dont la fonction f est, successivement, f(x) =x +r, f(x) =qzx et f(x) =azx +b.

Remarque 3.20. La condition f(I) C I permet de s’assurer qu’étant donné ug € I on pourra bien construire
toute la suite. Siug € I alors uy = f(ug) € I donc f(u1) a bien un sens et on peut construire us = f(u1),
et ainsi de suite.

Remarque 3.21. On n’impose a priori aucune condition supplémentaire sur la fonction f. Elle peut ne pas
étre dérivable ni méme continue.

On peut représenter graphiquement les termes d’une suite définie par récurrence a l'aide d’une “toile
d’araignée”. Un tel graphique permet de “deviner” le comportement de la suite : est-elle croissante ? décrois-
sante 7 a-t-elle une limite ? laquelle ?

D:y=z
flwo) = uy |-~ - -
flug) =ugp---------------->
flu) =upf--ea oo - 3
- 1 ¢

Uo U2 u3 Uy



3.4 Suites définies par récurrence 43

Une notion importante dans 1’étude des suites définies par récurrence est celle de point fixe.

Définition 3.15. Les solutions de l’équation f(x) = = s’appellent les points fizes de f.

1 2
Exemple 3.15. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = 3 (x + ) On peut remarquer qu’on a bien
T
f(R*) C R*. Les points fizes de f sont les nombres x (différents de 0) tels que

2 2
f@)=2 <= 2+ =21 <= =1 <= 2=21%
x x

La fonction f a donc deuz points fizes : /2 et —/2.

Remarque 3.22. Graphiquement les points fixes de f sont les abscisses des points d’intersection de la courbe
représentative de f avec la droite D d’équation y = x. En effet, M(x,y) € C si et seulement siy = f(x) et
M € D si et seulement siy = x. Ainsi M € Cy N D si et seulement st x =y = f(z), i.e. © est un point fize
de f.

L’appellation “point fixe” provient du fait suivant. Si (uy,), est définie par récurrence par u, 1 = f(u,) et si
pour un certain entier N le nombre uy est un point fixe de f, alors pour tout n > N on a u,, = uy : lorsque
la suite prend pour valeur un point fixe & un certain moment elle y reste & jamais, autrement dit la suite est
stationnaire. Un cas particulier important est lorsque ug est un point fixe.

Exercice 3.19. Montrer par récurrence que s’il existe N € N tel que u est un point fixe de f alors u,, = uy
pour tout n > N.

La seconde raison pour laquelle la notion de points fixes est importante est reliée a I’étude de la limite
d’une suite définie par récurrence :

Proposition 3.14. Si la fonction f est continue et si la suite définie par récurrence up+1 = f(un) a une
limite £ € 1, alors £ est un point fixe de f.

Démonstration. Supposons que la suite (u,), tende vers £ € I. Comme f est continue en ¢, d’aprés le
Théoréme 3.2, la suite (f(uy)), tend vers f(¢). Or pour tout n on a f(un) = Up41 et, comme (uy, ), tend
vers ¢, la suite (un41), tend aussi vers ¢. Par unicité de la limite on a bien f(¢) = ¢. O

& Attention ! On ne dit pas que toutes les suites définies par récurrence ont pour limite un point fixe. Ce
que le résultat dit c’est que s’il y a une limite alors ¢’est un point fixe. Mais il se peut que la suite n’ait pas
de limite ou bien tende vers +oco. Prenons par exemple la fonction f(z) = 2z. Cette fonction posséde un
point fixe : 0. Cependant la suite définie par u,11 = 2u,, est une suite géométrique de raison 2 et ne tend
vers 0 que si ug = 0. Pour ug = 1 par exemple on a u,, = 2" qui tend vers +o0.

Afin d’étudier une suite par récurrence, on peut alors essayer d’utiliser le schéma directeur suivant :
1. A laide de la toile d’araignée on conjecture le comportement de la suite.
2. On cherche les points fixes de f afin de déterminer les limites potentielles de la suite.

3. Si possible, on utilise I'un des résultats généraux sur les limites pour montrer que la suite a effective-
ment une limite. Par exemple que la suite est croissante et majorée ou bien décroissante et minorée.

Pour savoir si une suite est croissante ou décroissante on peut bien entendu chercher a déterminer le signe
de Up41 — Up. Puisque up+1 = f(uy,) cela conduit a ’étude du signe de la fonction g(z) = f(x) —z. On peut
également parfois simplifier cette étude & I'aide de la proposition suivante.

Proposition 3.15. Soit I un intervalle de R et f: I — R telle que f(I) C I. On considere la suite (uy)n
définie par : ug € I est donné et, pour tout n € N, upy1 = f(uy). Si la fonction f est croissante alors la
suite (uy,)y, est monotone : si ug < uy la suite est croissante sinon elle est décroissante.

Démonstration. On suppose que uy < u1, montrons par récurrence que la suite u est croissante. Pour tout
n € N, soit P, la propriété “u, < u,41”.
e P, est vraie par hypothése.
e Soit n € N, on suppose que P, est vraie, c’est-a-dire u,, < u,+1. Comme f est croissante on a
f(un) < f(upe1). Mais, par définition de la suite (un)n, f(un) = tpt1 et f(Upt1) = Upro. Done Py
est vraie.
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e Le principe de récurrence permet d’affirmer que P, est vraie pour tout n € N.
Pour tout n € N on a u,, < u,41, donc la suite est croissante.
On montre de la méme facon que si ug > u; alors la suite est décroissante. O

& Attention ! Ne pas confondre “la fonction f est croissante” et “la suite u est croissante”.

Exemple 3.16. On considére la suite u définie par récurrence par ug = 10 et, pour tout n € N, upy1 =
V6 + uy,. Ici, on a f(x) = 6+ 2. La fonction f est définie sur I = [—6,+o0[ et pour tout x € I on a
f(z) >0, en particulier f(I) C I. De plus f est continue sur I.

La fonction f est croissante (strictement) sur I donc la suite u est monotone. De plus on a u; =

V6+ 10 = 4 < ug donc la suite u est décroissante. Elle est également minorée (par 0), donc elle converge
d’apres le Théoreme 3.4.
On note | sa limite. Comme [ est continue sur I, | vérifie |l = f(1). On résout I’équation

fx)=2 <= 2=V6+1r = 2> =6+

On résout ’équation x> —x—6 = 0. Les solutions de cette équation sont —2 et 3. Attention!! Cela ne veut pas

dire que —2 et 3 sont solutions de f(x) = x. En effet, on a raisonné par implication et non par équivalence!
Ce que l'on peut dire a ce niveau c’est que les seules solutions possibles de I’équation f(x) = x sont —2 et 3.
On vérifie pour chacune de ces deux valeurs si elle est bien solution de f(x) = x. C’est le cas pour 3 mais
pas pour —2. Conclusion : Uéquation f(x) = x admet 3 pour unique solution, et donc | = 3. La suite (up)n
est décroissante et tend vers 3.

Exemple 3.17. On reprend ’exemple précédent mais cette fois avec ug = —5. On a alors cette fois uy =
6+ (=5) =1 > ug donc la suite u est croissante. Soit elle est magjorée et elle converge vers la seule solution
de Véquation f(x) = x, c¢’est-a-dire vers | = 3, soit elle n’est pas majorée et alors elle tend vers +oo.
On va montrer qu’elle est majorée par l. On raisonne par récurrence. Soit P, la propriété “u, <1”.
e Py est vraie car ug = —5 <l = 3. De méme Py est vraie.
e Soitn € N, on suppose que P, est vraie, ¢’est-a-dire u, < 1. Comme f est croissante on a f(u,) < f(I)
mais f(un) = uns1 et f(I) =1, donc upq1 <. Autrement dit P,y1 est vraie.
o Le principe de récurrence permet d’affirmer que P, est vraie pour tout n € N.
On a montré que la suite (un), €tait croissante et magjorée (par 1) donc elle converge vers la seule limite
possible c’est-a-dire vers | = 3.

3.4.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On s’intéresse ici aux suites vérifiant une relation de récurrence de la forme
Unt2 = QUpi1 + DUy, Vn € N, (3.5)

ou a et b sont deux nombres réels fixés. On va cherchez a déterminer explicitement u,, en fonction de n.
Pour une suite définie par une relation de récurrence du type un+1 = f(uy), la suite est entiérement
déterminée par son premier terme ug. Ici la donnée seule de ug ne suffit pas, il faut également donner u;.
On peut alors calculer
uy = auq + bug, uz = aus + buq, ...

Proposition 3.16. Soient a et b deux nombres réels fizés. L’ensemble E des suites vérifiant la relation de
récurrence (3.5) est un espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration. Pour montrer que E est un espace vectoriel, le plus simple est de montrer que c’est un
sous-espace vectoriel de 'ensemble € des suites de nombres réels (voir Remarque 3.2). La suite nulle vérifie
bien (3.5). Par ailleurs, si u,v € E et A € R alors pour tout n € N on a

(W4 M)pt2 = Ung2 + Apta = (QUpi1 + buy) + Aavp1 + bv,) = altns1 + Api1) + b(uy + Avy,)
= a(u+ A\v)pt1 + blu+ Av),.
Cela prouve que la suite u + Av est dans E et donc E est bien un sous-espace vectoriel de £.

On va maintenant montrer qu’il est de dimension 2. On considére I’application f : £ — R2 définie par
f(u) = (up,u1) : & une suite u on associe le couple formé par ses deux premiers termes. On vérifie facilement
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que f est linéaire. On va montrer que f est bijective. Puisque R? est de dimension 2 cela prouvera bien que
E est de dimension 2 (cf cours d’algébre linéaire du premier semestre).

Etant donné (z,y) € R? on construit par récurrence la suite u. On pose ug = = et uy = y. Soit n € N,
on suppose ug, - - - , Up1 construits. On définit alors wu,+2 = au,y1 + bu,,. Par construction la suite u vérifie
(3.5) et donc u € E. Par ailleurs f(u) = (ug,u1) = (x,y), ce qui prouve que f est surjective.

On montre finalement que f est injective. Soit u € E tel que f(u) = (0,0). On montre par récurrence
que u, = 0 pour tout n € N. Soit P, la proposition “Vk <n, up = 0".

e Puisque f(u) = (0,0) cela prouve que Py et P; sont vraies.

e Soit n > 1 fixé, on suppose que P, est vraie. On a alors uy = 0 pour tout k =0, ..., n. Pour montrer
que P41 est vraie il reste & montrer que u,4+1 = 0. Or up11 = auy +bupy—1 =ax04+bx0=0, et
donc P,y est vraie.

Le principe de récurrence permet d’affirmer que P,, est vraie pour tout n et donc u est la suite nulle. Ainsi
ker(f) = {0} et donc f est aussi injective. O

On va maintenant chercher une base de 'espace E. Puisqu’il est de dimension 2 cette base contiendra
exactement 2 éléments.

Lemme 3.2. Soit ¢ € C. La suite u de terme général u,, = q"™ vérifie (3.5) pour tout entier n si et seulement
si q est racine du polynome du second degré P(X) = X% —aX —b.

Démonstration. Soit u la suite de terme général u,, = ¢". On a
Uny2 = QUpi1 + buy < "2 =ag" +b¢" <= ¢"(¢* —ag—b) =0.

Si ¢ est racine de P alors ¢> —aq — b = 0 et donc u, 2 = au,1 + bu, pour tout n. Réciproquement, si
Upt2 = QUyyq + bu, pour tout n, c’est en particulier vrai pour n = 0 et donc ¢? = aq + b, c’est-a-dire que ¢
est racine de P. |

Puisque P est un polyndéme du second degré a coeflicients réels il y a trois cas possibles : deux racines
réelles distinctes, une racine réelle double ou bien deux racines complexes conjuguées. Dans ce dernier cas,
si on met les deux racines g et g sous forme exponentielle ¢ = re'? et § = re~?, on a alors ¢" = r"e"?
et ¢" = r"e~™? On peut alors facilement vérifier que les deux suites u et v de terme général respectif

Uy = 3(q" + q") = r" cos(nb) et v, = 5:(¢" — 7") = r"sin(nf) sont réelles et vérifient également (3.5).

Proposition 3.17. Soit P(X) = X? —aX —b.

1. Si P posseéde deux racines réelles distinctes q1 et qo alors les suites u et v de terme général respectif
u, = ¢ et v, = q¥ forment une base de E. Autrement dit, toute suite w vérifiant (3.5) est de la
forme wy, = ag’ + Bgy ot a et B sont deuxr nombres réels que l'on détermine a l'aide de wo et w;.

2. Si P posséde une racines réelles double q alors les suites u et v de terme général respectif u, = q"
et v, = nqg" forment une base de E. Autrement dit, toute suite w vérifiant (3.5) est de la forme
wy, = (a4 Bn)g"™ ot a et B sont deux nombres réels que 'on détermine & Uaide de wq et wy.

3. Si P posséde deuz racines complexes conjuguées q = re'? et ¢ = re='% alors les suites u et v de terme

général respectif u, = r™ cos(nb) et v, = r™sin(nf) forment une base de E. Autrement dit, toute suite

w vérifiant (3.5) est de la forme w, = r"(acos(On) + Bsin(dn)) ot « et § sont deux nombres réels

que U'on détermine a l'aide de wq et wy.

Démonstration. Dans chacun des trois cas on commence par vérifier que les deux suites u et v sont dans E.
11 reste juste a le faire pour la suite v dans le cas 2., les autres ont déja été faits ci-dessus. Soit n € N, on
calcule

Unta — QUpy1 —bu, = (n+ 2)(1”+2 —a(n+ l)q”+1 — bng"
= nq"(¢> —aqg—b)+¢""'(2¢ - a).

Le premier terme est nul puisque ¢ est racine de P. Par ailleurs, comme ¢ est racine double de P, d’aprés le
Théoréme 2.7 on a 0 = P’(q) = 2¢ — a et donc le second terme est nul également.

Pour montrer que les deux suites u et v forment une base, il suffit de montrer qu’elles forment une famille
libre (une famille libre de 2 éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 forme une base). On traite
le cas 1., les autres sont similaires et laissés a titre d’exercice. Soient donc A, pu € R tels que \u + pv = 0,
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c’est-a-dire tels que Au,, + pv, = 0 pour tout entier n. En particulier pour n = 0 on obtient A + u = 0, soit
@ = —M\, et pour n =1 on obtient

A1+ g2 =0 <= Mg —¢q2) =0.

Puisque ¢; et g2 sont distinctes on en déduit que A = 0 et donc u = —\ = 0, ce qui prouve que la famille
(u,v) est bien libre et est donc une base de E. O

Exercice 3.20. Dans les cas 2. et 3. montrer que les suites u et v forment une famille libre.

Exemple 3.18. On considére la suite de Fibonacci u définie par ug = u; = 1 et par la relation de récurrence

Upt2 = Upt1 + Up. Ses premiers termes sont ug = 2, uz = 3, uqg = 5, us = 8,.... On cherche a exprimer u,
en fonction de n. Pour cela on commence par chercher les racines du polynome X?> — X —1 (icia=b=1).
1 + \/S 17\/5

On trouve que ce polynéome admet deux racines réelles distinctes q1 = et g = =5 La proposition

précédente nous permet d’affirmer qu’il eziste o, f € R tels que pour tout n € N on ait

145 1-v5\ "
L o

Pour déterminer o et 8 on utilise ug et uy. On obtient alors le systéme suivant :

0 0
a(1+2\/5> +5(1—2\/§) = — { a+pf = 1 — { o = % % 1+2\/5
1 1 1+v5 -5 _ -
“ (1+2\/g> + 8 (1_2\/5) = w aHE AT =] B = —Hx52
n+1

On en déduit que pour tout n € N on a u,, =

Va2 IAANE
Bien que ce ne soit pas évident sur la formule ci-dessus, tous les termes de cette suite sont des nombres
entiers. Pourquoi ?

n+1
1 <1+\/5 1 (1-5

3.5 Suites extraites (Sous-suites)

3.5.1 Suites extraites et convergence
Définition 3.16. On appelle extractrice toute application ¢ : N — N strictement croissante.

Définition 3.17. Etant donnée une suite (uy),, on appelle suite extraite, ou sous-suite, de (u,), toute
suite (Up(n)) avec @ une extractrice.

Exemple 3.19. Les suites (uzn)neny = (o, u2,Uq,...) €t (Uant1)nen = (u1,us,us,...) sont des suites

extraites de la suite (uy)y. Elles correspondent respectivement aux extractrices p(n) = 2n et p(n) = 2n+ 1.

B Attention ! L'extractrice ¢ doit étre strictement croissante. Par exemple (u,2_, ), n’est pas une suite
extraite de (uy,), car p(n) = n? —n n’est pas strictement croissante sur N (on a ¢(0) = ¢(1) = 0).

Remarque 3.23. Si ¢ est un extractrice, alors @(n) > n pour tout n. Si (n) =n alors ¢ est Uidentité et
la suite extraite correspondante est la suite entiére.
Exercice 3.21. Montrer que si ¢ est une extractrice alors ¢(n) > n pour tout n.

Proposition 3.18. Si la suite u tend vers [, resp. 00, alors toute suite extraite de u tend versl, resp. £o0o.

Démonstration. On traite le cas ot u tend vers I € R. Soit (uy(n))n une suite extraite de u. Soit € > 0, il
existe N € N tel que n > N = |u, — | < . On a alors pour tout n > N, p(n) > ¢(N) > N et donc
[Up(ny — | < e. Ce qui prouve que la sous-suite (uy(n)), tend vers [. O

Exercice 3.22. Démontrer la proposition lorsque u tend vers 400 ou —oo.
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Corollaire 3.2 (Pour montrer qu’une suite n’a pas de limite). Soit u une suite. On suppose qu’il existe deux
suites extraites v et w de u telles que

1. v, = a, a € RU{to0},
2. w, = b, b€ RU{xo0},
3. a#b.

Alors la suite u n’a pas de limite. En particulier elle diverge.

Exemple 3.20. Montrons que si r = —1 et ug # 0, la suite géométrique de raison r et de premier terme
ug diverge. Pour tout n € N on a u, = ug X (—1)". Ainsi, pour tout n on a us, = ug €t Uspr1 = —ug. Les
deux suites extraites (usy)n et (Uant1)n convergent respectivement vers ug et —ug. Comme ug # 0, ces deux
sous-suites ont des limites distinctes, et donc la suite u diverge.

Exercice 3.23. Montrer que si une suite v a ses deux suites extraites (uon)n €t (U2p+1)n qui convergent
vers la méme limite [ alors la suite u converge vers [.

Solution : Supposons que (us,)n €t (u2nt1)n convergent vers [. Soit € > 0, il existe N3 € N et Ny € N tels
quep > Ny = |ugp, — 1] < eetp> Ny = |ugpr1 — 1| < e. Soit N = max(2N7, 2N, +1). Pour tout n > N, soit
n est pair et il existe p € N tel que n = 2p, soit n est impair et il existe p € N tel que n = 2p + 1. Si n est
pair, n > N > 2N; entraine que p > N et donc |u, — | = |ugp — 1| < e. Si n est impair, n > N > 2N; + 1
entraine que p > Ny et donc |u, — | = |ugp+1 — | < €. On a donc, pour tout n > N, |u, — ] < ¢, ce qui
prouve bien que la suite u tend vers .

3.5.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 3.8. [Théoréme de Bolzano-Weierstrass] Toute suite réelle bornée posséde une suite
extraite convergente.

Il existe plusieurs méthodes pour démontrer ce théoréme. On propose ici de le faire a 'aide du théoréme des
suites monotones. La preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.3. Toute suite u admet une sous-suite monotone.

Démonstration du théoréme. Soit (uy(n))n une sous-suite monotone de u. Puisque u est bornée la suite
(U (n))n Lest aussi. Il y a deux possibilités : soit cette suite est croissante et elle est majorée (elle est bornée),
soit elle est décroissante et elle est minorée (elle est bornée). Dans les deux cas le Théoréme des suites
monotones permet d’affirmer que (ug(p))n converge. O

Démonstration du lemme. On dit que m € N est un pic de la suite u si pour tout n > m on a u, < Uy (U,
est plus grand que tous les termes de u qui suivent). Soit la suite u posséde une infinité de pics soit elle en
a un nombre fini (éventuellement zéro).

e Si u posséde une infinité de pics mg < my < mz < --- Pour tout n € N on pose p(n) = my,. ¢ est
bien une extractrice et par définition des pics on a ug(,) > Uy(ne1) pour tout n. Autrement dit la
suite (ugp(n))n est décroissante.

e Si u posséde un nombre fini de pics. Soit m le plus grand d’entre eux (on prend m = 0 si u n’a pas
de pics). On pose ¢(0) = m + 1. Comme m + 1 n’est pas un pic, il existe (1) > m + 1 = »(0) tel
que Ug(1) > Uy (o). De méme, ¢(1) n’est pas un pic (les pics sont tous inférieurs & m), il existe donc
©(2) > (1) tel que ugy(z) > Ug(ry. On construit ainsi par récurrence (p(n)),, strictement croissante
telle que pour tout 7 on ait Uy (n11) > Ugp(n)- La suite extraite (uy(y))n est donc strictement croissante.

|

Exercice 3.24. Rédiger proprement la récurrence utilisée dans la démonstration ci-dessus.

Ce théoréme a surtout un intérét “théorique”. On en donne ici une application a4 'un des résultats que
vous avez vus au premier semestre et qui concerne les fonctions continues.

‘Théoréme 3.9. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Remarque 3.24. “ f est bornée et atteint ses bornes” signifie que
1. f admet une borne inférieure m et une borne supérieure M,
2. Nwm, xur) € [a,0?, f(zm) =m et f(zar) = M.
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Démonstration du Théoréme 3.9. Montrons par I’absurde que f est majorée : supposons que f n’est pas
majorée. Alors pour tout n € N*| Jx,, € [a,b] tel que f(x,) > n. Par construction, pour tout n € N* on a
Zn € |a,b] donc la suite (x,), est bornée. D’aprés le Théoréme de Bolzano-Weiertrass il existe une extractrice
@ et un réel ¢ € [a,b] tel que ¢,y — c. De plus la fonction f est continue donc f(z,(,)) — f(c). D’autre
part, pour tout n € N, f(z,(n)) > ¢(n) > n donc f(x,(,)) — +oo. D’oit la contradiction.

Montrons maintenant que f atteint sa borne supérieure. Soit M = sup f(z) (M existe puisque f

z€[a,b]

est bornée). Pour tout n € N*, M — 1/n n’est pas un majorant de f donc il existe z, € [a,b] tel que
M —1/n < f(xz,) < M. On applique & nouveau le Théoréme de Bolzano-Weiertrass : la suite (x,), est
bornée donc il existe une extractrice ¢ et un élément d € [a, b] tel que x,,,) — d. La fonction f est continue
donc f(x,(n)) — f(d). D’autre part, pour tout n on a M — % <M - ﬁ < f(xym)) < M, et donc d’aprés
le théoréme des gendarmes f(z,(,)) — M. Par unicité de la limite, on en déduit que M = f(d).

En appliquant le résultat & —f, on montre que —f est majorée et atteint sa borne supérieure et donc que
f est minorée et atteint sa borne inférieure. O

3.6 Suites de Cauchy
Définition 3.18. Une suite u est dite de Cauchy si
Ve >0, 3N €N, Vn> N, Vp > N, |u, —u,| <e.

Exercice 3.25. Ecrire la négation de la définition d’une suite de Cauchy.

Théoréme 3.10. Une suite de nombres réels est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration. (=) : Soit € > 0, il existe N € N tel que n > N = |u,, — l| < /2. Ainsi, en utilisant
l'inégalité triangulaire, Vn > N,Vp > N, on a |u, — up| = [(un, — 1) + (1 — up) < Juy — 1| + |up — 1] < e.
(«) : Soit w une suite de Cauchy. La preuve se fait en trois étapes

1. On montre que u est bornée.
2. On montre que u posséde une sous-suite convergente. On note [ la limite de cette sous-suite.
3. On montre que u tend vers [.

Etape 1. On applique la définition de suite de Cauchy avec ¢ = 1. Il existe donc N tel que quelque soient
n,p > N on a |u, — up| < 1. En particulier, pour p = N on obtient

uy — 1 <u, <uny+1, Vn>N.

La suite u est donc bornée a partir du rang N, et elle est donc bornée.

Etape 2. Puisque u est bornée, le théoréme de Bolzano-Weierstrass permet d’affirmer que u posséde une
sous-suite qui converge. Soit (uy(n))n une telle sous-suite et [ sa limite.

Etape 3. Montrons que u tend vers [. Soit donc € > 0, on cherche N € N tel que si n > N alors |u,, — ] < e.
Comme u,(,) — [, il existe Ng € N tel que si n > Ng alors |u,,,) — [| < 5. Par ailleurs, u est de Cauchy
donc il existe Ny tel que si n,p > Ny on a |u, — up| < 5. Soit N = max(Ng, N1). Sin > N on a alors

et comme ¢(n) > n > Nj on a aussi

Finalement on obtient que si n > N alors

|’U,n — l| < |un — ug,(n)| + |u@(n) — l‘ < €.

Remarque 3.25. Pour montrer qu’une suite diverge, il suffit de montrer qu’elle n’est pas de Cauchy.
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n
Exercice 3.26. Montrer que la suite de terme général u,, = Z z est divergente. Indication : montrer que

k=1
1
pour tout n € N* on a ugy, — up > 3

Exercice 3.27. Soit k un réel tel que 0 < k < 1 et soit (uy), une suite telle que pour tout n € N on ait
|un+2 - un+1| S k|un+1 - un|

a) Démontrer que |tuy,11 — uy| < E™|ug — ug| pour tout entier n > 0.
b) Démontrer que si p et ¢ sont deux entiers tels que p > ¢ > 0 alors

[ur — o

|’u’p_uQ|§kq 1—k

¢) En déduire que la suite (uy,), est une suite de Cauchy (et donc qu’elle converge).
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Chapitre 4

Séries numériques a termes positifs

4.1 Définition, convergence et opérations sur les séries

4.1.1 Définition

Une série (numeérique) est essentiellement une “somme infinie” (de nombres). On va bien siir préciser ce qu’on
entend par 14, cette idée n’est pas complétement anodine et demande beaucoup de précautions. Commengons
par un exemple simple.

Exemple 4.1. Etant donnén € N on a

ii 11 171—(%)"+172_i

=144+t =

k 2 n _ 1 n’
Pt 2 2 2 2 1-3 2
Lorsque n tend vers linfini 2% tend vers 0 et on a donc envie d’écrire
= 1
D=2
k=0

Il n’est bien entendu pas question d’effectuer une infinité d’additions et ’exemple ci-dessus suggére de faire
une somme de n termes pour ensuite passer a la limite n — oco. La notion de série est donc intimement liée
a celle de limite!

Définition 4.1. Soit (uy,)nen une suite. On appelle série de terme général u,,, notée Y u,, la suite (Sy)nen
n
définie par S, = Zuk Pour tout n, u, est appelé le terme d’indice n et S, la somme partielle d’indice n.
k=0

En d’autre termes la série > u, est la suite des sommes partielles.

Remarque 4.1. La définition ci-dessus est assez formelle. Elle ne donne pas de sens précis & la notion de
somme infinie ni & la valeur éventuelle de celle-ci.

Remarque 4.2. Si la suite (uy), n'est définie que pour n > ng o ng € N on définit de fagon similaire la

n
série Y u, comme la suite g ug

k=no n>mng

4.1.2 Nature d’une série

Définition 4.2. On dit qu’une série Y u, converge, ou est convergente, si la suite des sommes partielles

converge, c’est-a-dire qu’elle a une limite finie. Dans ce cas S = lim S, est appelé la somme de la série
n—oo

S = (1)
n=0

Dans le cas contraire on dira que la série diverge, ou est divergente.

est on écrira
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Exemple 4.2. Comme on l’a vu dans Uexemple 4.1 la série de terme général u,, = 2% converge et sa somme
est S = 2, tandis que la somme partielle d’indice n est S,, = 2 — 2%

B Attention ! a) L’égalité (4.1) signifie deux choses : la série Y u, converge et sa somme vaut S. On
o0

distinguera bien les notations Y u,, qui désigne la série elle-méme qu’elle converge ou non, et Z Uy qui
n=0
désigne la somme de la série (ce qui sous-entend que la série converge).
b) On fera bien attention a ne pas confondre la suite (uy), et celle des sommes partielles (S,),. En
particulier la suite (u, ), peut converger mais pas la série. Par exemple, si u,, = 1 pour tout n € N, la suite

(un)nen converge mais on a S, = n + 1 et donc la série diverge.

Remarque 4.3. Soit Y u, une série et p € N*. Pour tout n > p on a

Sp = Z Z k+zuk— p— 1+Zuk (4.2)
k=0 k=0 =p

On en déduit que la série de terme général (un)n>0 converge si et seulement si la série de terme général
(Un)n>p converge. On dit qu’elles ont méme nature. Autrement dit, on ne change pas la nature d’une série
en lui enlevant un nombre fini de termes.

De méme, on ne change pas la nature d’une série en changeant un nombre fini de termes (prouvez-le).
Par contre, dans les deuz cas leur somme difféere a priori comme le montre (4.2).

Définition 4.3. Soit > u,, une série convergente. On appelle reste d’indice n la quantité

oo n
R, :S_Sn = Zuk_zuk~
k=0 k=0

oo
On a bien sur envie d’écrire que R,, = E ug, ce qui sous-entend que la série de terme général (ug)k>n+t1

k=n-+1
converge et que sa somme est R,. C’est effectivement le cas, cela découle directement de la remarque

précédente.

Exercice 4.1. Soit ¢ € R. Calculer la somme partielle d’indice n de la série de terme général q", n > 0.
En déduire que cette série converge si et seulement si |q| < 1. Dans ce cas calculer sa somme ainsi que le
reste d’indice n.

1
Exercice 4.2. On considere la suite (up)n>2 définie par u, = ———. On note S, = Zuk la somme

n(n —1) =
partielle d’indice n.

1 1 1
nn—1 n—-1 n’
b) En déduire une expression simple de S, et déterminer la nature de la série Y uy,.

a) Vérifier que pour tout n on a

4.1.3 Opérations sur les séries

Proposition 4.1. Soient > u, et > v, deuz séries convergentes et A € R. Alors les séries de terme général
Up + VU, et Auy, convergent et on a

iun—i—vn Zun—&—Zvn et i)\un:)\iun.
n=0

n=0 n=0 n=0

Démonstration. Cela découle directement des identités

n n n
Zuk+vk:2uk+2vk et Z)\uk:)\Zuk,
k=0 k=0 k=0

et des points 3. et 4. de la Proposition 3.7. ]
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Remarque 4.4. On vérifie facilement que si u, = 0 pour tout n la série Y u, converge. La proposition
ci-dessus montre que l’ensemble des suites (uy), telles que la série > u, converge forme un sous-espace
vectoriel de [’ensemble des suites.

Corollaire 4.1. Si > u, converge et Y v, diverge alors > u, + v, diverge.

Démonstration. On raisonne par 'absurde. Si Y u, 4+ v, converge, comme Y u,, converge on a » (—u,) qui
converge aussi et donc Y (u, + vp) + (—un) = > v, converge! O

& Attention ! Si > u, et Y v, divergent on ne peut rien dire sur Y u, + v,. On évitera en particulier

d’écrire
oo oo %)
E Up + Up = E Uy + § Un,y
n=0 n=0 n=0

méme si on sait que la série > u, + v, converge, tant que 'on n’aura pas justifié que les deux séries > u,
et > v, convergent !

1

5w et vy, = —1 divergent mais que la série

Exercice 4.3. Vérifiez que les séries de terme général u,, =1+
> up + v, converge.

On termine cette section avec un résultat important.

Théoréme 4.1. Si > u, converge alors la suite (un)n tend vers 0.

Démonstration. Soit n > 1. On écrit
n n—1
S":Zukzzuk+“n: n—1 1 Un =  Up =95, — Sn_1.
k=0 k=0

La série converge signifie que la suite (S,,), converge vers un certain ¢, et donc on a aussi S,,—1 — ¢. Ainsi
Up =Sp — Spo1 = €—£=0. O

Remarque 4.5. a) Encore une fois, il faut faire attention & ne pas confondre la suite (uy,), avec la série,
autrement dit avec la suite des sommes partielles.

b) On utilise ce théoréme surtout comme critére pour montrer qu’une série diverge : il suffit de montrer
que le terme général u,, ne tend pas vers 0. On dit alors parfois que la série diverge trivialement. Dans la
pratiqgue on commencera toujours par vérifier que u, — 0. C’est souvent assez facile et cela évite une étude
parfois longue (et inutile si u ne tend pas vers 0).

Exemple 4.3. On considére la série de terme général u, = (—1)". La suite (un), ne tend par vers 0 (elle
ne converge pas du tout) donc la série Y (—1)" diverge.

Cette exemple montre qu’il faut faire trés attention avec les séries, et ne pas les considérer comme des
simples sommes. On ne peut par exemple pas “regrouper” les termes comme on le fait pour une somme finie.
On écrirait sinon :

U0+U1+u2+-'-:(UO+U1)+(U2+U3)+"':(1—1)+(1—1)+"':O,
mais ausst
ugtur+us - =uo+ (ug +ug) +(ustug)+---=1+(-1+1)+(-1+1)4--- =111

Ici on peut en fait calculer simplement les sommes partielles S, et on observe que S, = 1 sin est pair tandis
Sn =0 sin est impair, ce qui confirme que la série diverge.

B Attention ! La réciproque de ce théoréme est fausse. Le fait que la suite (u,), tende vers 0 est une
condition nécessaire pour que la série converge mais elle n’est pas suffisante, voir I’Exemple 4.4 ci-dessous.



54 Séries numériques a termes positifs

Exemple 4.4. On considére la série de terme général u, = In (1 + %), définie pour n > 1. On a bien
u, — 0. Calculons maintenant la somme partielle de la série :

5= 3o (1) = om (S < (TTEE) = (52 <t

On en déduit que S,, — +o00 et donc la série diverge.

4.2 Convergence des séries a termes positifs

Etant donnée une série Y u,, les deux (premiéres) questions auxquelles on souhaite répondre sont : la
série converge-t-elle 7 si oui, quelle est sa somme ? Méme si une série n’est en fait rien d’autre qu’une suite,
la suite des sommes partielles, on n’a en général pas d’expression simple pour ces derniéres sauf dans des
cas trés particuliers. Il n’est donc pas toujours si simple de déterminer la nature d’une série puis de calculer
éventuellement sa somme.

Cette derniére section donne une premiére approche quant & la question de la nature d’une série dans
le cas particulier, mais cependant trés important, des séries dites & termes positifs. Vous verrez en L2 les
séries & termes quelconques (et méme des séries de fonctions). La question de la valeur de la somme d’une
série convergente est encore plus difficile, encore une fois vous en aurez un premier apergu en L2.

Dans toute la suite, (u,), désignera une suite de nombres positifs : u,, > 0 pour tout n.

4.2.1 Théoréme de comparaison
Le fait que les séries & termes positifs soient plus simples a étudier provient de la propriété (évidente) suivante.

Proposition 4.2. Soit > u, une série a termes positifs. Alors la suite (Sp), des sommes partielles est
croissante.

Démonstration. 11 suffit d’écrire que pour tout n € N

n+1 n

SnJrl - Sn = Zuk - Zuk = Up+41 > 0.
k=0 k

=0

On en déduit immeédiatement

Théoréme 4.2. Soit > u, une série & termes positifs. La série converge si et seulement si la suite des
sommes partielles est majorée, i.e. il existe M € R tel que pour tout n € N on a

k=0

Dans ce cas, sa somme est égale o la borne supérieure de {S,, n € N}.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente la suite (S, ), est croissante et donc le résultat découle
directement des Théorémes 3.4 et 3.5. O

Remarque 4.6. Si la suite (S,), n’est pas majorée elle tend vers +oo.

& Attention ! Il est indispensable d’avoir une série & termes positifs comme le prouve I'Exemple 4.3.
Ce théoréme permet d’obtenir le premier résultat dit de comparaison sur les séries & termes positifs.

Théoréme 4.3. Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs. On suppose de plus que u, < v, pour
tout n.

o0 o0
1. Sila série Y v, converge alors la série > u, converge. On a alors 0 < E Uy < g Uy, -

n=0 n=0
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2. Sila série Y u, diverge alors la série Y v, diverge.

Démonstration. On peut remarquer que 2. est la contraposée de 1., il suffit donc de montrer 1. On suppose
donc que Y v, converge, et notons 7' sa somme. Comme c’est une série a termes positifs, d’aprés le Théoréme

o0

4.2, la suite de ses sommes partielles (T},),, de (v,), est majorée et Z vy, = sup{7,, n € N}. Comme pour
n=0

tout £ € N on a 0 < ui < v, en sommant terme a terme ces inégalités on obtient, pour tout n € N,

(o9}
0< S, <Tu< ) vne

n=0
On en déduit que la suite (S,,), est majorée et donc, toujours d’aprés le Théoréme 4.2, la série > u,, converge.
oo

Par ailleurs, puisque 0 < .5, < Z v, pour tout n, on a bien, par passage a la limite dans les inégalités

n=0

o0 o0
0< Zun < Zvn.
n=0 n=0
O

Remarque 4.7. Le théoréme est relativement simple en apparence. Etant donnée une série > uy 4 étudier,
tout la difficulté dans la pratique est de savoir a quelle autre série la comparer.

Exemple 4.5. Soit (v,)n>1 la suite définie par v, = % On voudrait déterminer la nature de Y v,. On
vérifie d’abord que v, — 0 sinon la série diverge. On va utiliser pour cela le théoréme précédent en comparant
v, a la suite u,, = In (1 + %) On a vu dans U'Exemple 4.4 que la série Y u, divergeait. On peut facilement
vérifier que u, et v, sont bien positifs. On va montrer que pour tout n > 1 on a u, < v,. D’aprés le 2. du
théoréme on en déduira que la série > v, diverge.

Soit f(x) =z —1In(1+x) définie sur Ry. La fonction f est dérivable et on a f'(x) =1— 1-&-% =15z =0
La fonction f est donc croissante et on a donc, pour tout x > 0, f(z) > f(0) =0 et donc In(1+x) < z. En
prenant x = % on en déduit bien que u, < v, et donc la série Z% diverge.

Remarque : ce résultat est montré d’une autre maniére dans I’Exercice 3.26.

& Attention ! Dans I’'exemple précédent il est trés simple (presque évident) de voir que les séries considérées
sont bien & termes positifs. Il faut cependant toujours s’en assurer et surtout le dire. Cela vous évitera
d’appliquer le théoréme a la va-vite et donc de ’appliquer & tort.

Remarque 4.8. Le théoréme reste vrai si on a u, < v, @ partir d’un certain rang, i.e. Ing € N, Vn > ng,
Uy < vp. On a par contre dans ce cas

no—1

o oo
n=0

n=0 n=no

: 7 o 1 1oy 1
Exercice 4.4. On considére la série Zn21 ~z. En comparant -5 a "h=T)

et donnant un majorant de sa somme (on pourra utiliser l’exercie 4.2).

montrer que cette série converge

4.2.2 Séries de termes généraux équivalents

L’inconvénient du théoréme de comparaison précédent est que souvent il demande une intuition du
résultat : vais-je essayer de prouver que la série Y u,, converge ou diverge. Dans le premier cas on chercherait
a majorer u,, (par une série convergente) et dans le second a minorer wu,, (cette fois par une série divergente).
On va voir ici un second théoréme de comparaison beaucoup plus intéressant dans le sens oul les deux séries
comparées auront nécessairement la méme nature : soit elles convergent toutes les deux soit elles divergent
toutes les deux. Ce théoréme repose sur la notion importante de suites équivalentes.

Définition 4.4. Deux suite (uy), et (vy,), sont dites équivalentes s’il existe une suite (€,,), telle que

1. Ing, Vn > ng, U, = €0y,
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2. €, — 1.

On notera u, ~ v,.

Remarque 4.9. Si la suite (v,), ne s’annule pas, tout du moins & partir d’un certain rang, on a nécessai-

rement €, = +* et donc dire que (Un)n €t (Un)n sont équivalentes revient & dire que la suite wu tend vers
n

1 n

Si c’est (un)n qui ne s’annule pas, encore une fois au moins & partir d’un certain rang, alors d’aprés 1.

v 1
€, ne peut s’annuler pour n > ng et on peut donc écrire — = — — 1.
un 617,
La définition ci-dessus est faite pour s’appliquer au cas ot on ne sait pas si les suites u et v ne s’annulent

pas & partir d’un certain rang. Dans la pratique il est souvent facile de voir si l'une des deux ne s’annule pas
et pour déterminer st deur suites sont équivalentes on cherchera juste & voir si leur quotient tend vers 1.

1
Exemple 4.6. On peut vérifier que les suites de terme général n + In(n)

1 )
—5 - €t — son équivalentes. De méme,
ns+1 n

1
les suites de terme général In (1 + ) et — sont équivalentes.
n n

& Attention ! Dire que deux suites sont équivalentes ne veut pas dire qu’elles sont égales! Bien sur, deux
suites égales sont équivalentes (pourquoi?) mais la réciproque est fausse. On fera donc bien attention a
ne pas confondre u, ~ v, et u, = v,. En particulier, les régles que vous avez 1’habitude d’utiliser pour
l’addition ne s’appliquent pas aux équivalents! Par exemple, u,, ~ w, et v, ~ z, n’impliquent pas que
Up + U ~ Wy, + 2, (voir UExercice ci-dessous).
Exercice 4.5. On considére les suites de terme général u,, = %, Vp = —% + 7713, Wy, =
a) Montrer que u, ~ wy, et que vy, ~ Ty,
b) Montrer que les suites de terme général u, + v, et w, + x,, ne sont pas équivalentes.

1 _ 1

S|=

La seule propriété valable sur les équivalents concerne le produit.

Proposition 4.3. Soient u, v, w et x des suites telles que u,, ~ w, et v, ~ T,. Alors u,v, ~ WpTy,.

Démonstration. Par hypotheése, il existe (e,)n et (9,). telles que u, = e w, et v, = Nz, avec lime, =
limn, = 1. On a donc
UnUp = €nMn X Wy T,

avec €,M, — 1, ce qui prouve que U,V ~ WnpTy. O
Une des applications importantes de la notion de suites équivalentes est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4.4. Soient Y u, et Y v, deuzr séries a termes positifs. Si u, ~ v, alors les deux séries ont
la méme nature, c’est-a-dire que soient elles divergent toutes les deux soit elles convergent toutes les deux.

Démonstration. On va montrer que si » . v, converge alors Y  u,, aussi. La réciproque se fait en intervertissant
les roles de w, et v,. Supposons donc que Y v, converge. On sait que u, ~ v,. Soit donc ng € N et (e,)n
tels que u, = vp€,, pour n > ng. Comme €, — 1 la suite (¢,),, est bornée. En particulier il existe M tel que
€n < M pour tout n, et puisque v, > 0 on a

Uy < Mu,.
La série Y Mwv,, converge d’aprés la Proposition 4.1 et donc la série Y u, aussi d’aprés le Théoréme 4.3. OJ

& Attention ! Comme pour le Théoréme 4.3 on insiste sur le fait que le résultat n’est vrai que pour des
séries a termes positifs. Cependant 1a encore il suffit qu’elles le soient a partir d’un certain rang (moralement
cela vient du fait qu’on ne change pas la nature d’une série si on modifie un nombre fini de ses termes).

Remarque 4.10. Si on a montré que u, ~ v, il suffit de montrer que l'une des deux est & termes positifs
a partir d’un certain rang, c’est alors automatiquement le cas de ’autre.

En effet, supposons que v, > 0 pour n > ngy. Par ailleurs u, = e v, et €, — 1. D’aprés la Proposition
3.8, il existe donc ny tel que €, > % pour tout n > ny. On a alors pour tout n > max(ng,ni)

Up = €xUy, > 0.
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Remarque 4.11. Dans le cas ot les deux séries convergent, ce théoréme ne dit rien sur la valeur de leur

somme. Elles n’ont a priori rien & voir l'une avec l'autre. On peut cependant montrer le résultat suivant :
Si up ~ v, et sont & termes positifs. Soit > u, et > v, convergent toutes les deux et dans ce cas leur

reste respectif R, et Rl sont équivalents, i.e. R, ~ R., soit les deux séries divergent et dans ce cas leur

somme partielle S,, et T, sont équivalentes, i.e. S, ~ T,.

Dans la pratique on va chercher un équivalent “simple” pour lequel on connait la nature de la série. Un
moyen de trouver un tel équivalent est d’utiliser les développements limités.

Exemple 4.7. On souhaiterait déterminer la nature de la série de terme général u, = %Sin (%) On
commence par vérifier qu’on a bien u, — 0. Par ailleurs, pour tout n > 1 on a 0 < % <1< % et donc

U, > 0. On va chercher un équivalent simple de u,,. Ce qui semble “compliqué” ici c’est le sinus. On remarque
que le terme a Uintérieur du sinus tend vers 0, on va donc chercher a faire un DL de sinus en 0. On a

sin(z) = x + ze(x), e(x) =290,

1
sin (5, n n
4.4, que la série Y  u, converge.

En particulier sin ( 1) = % (1 + € ( )) On en déduit que sin ( 1) ~ %, d’ot u, ~ % et donc, vour I’Ezercice

4.2.3 Séries de Riemann

Les théorémes de comparaison et d’utilisation des équivalents nécessitent de connaitre déja la nature de
la série a laquelle on compare. Plus on aura de séries de “référence” auxquelles on pourra se ramener, plus
ces théorémes seront utiles. Nous avons vu les séries du type > ¢", ¢ € R, dites séries géométriques. Nous
allons voir ici les séries du type n%, a € R, appelées séries de Riemann et dont les séries Z% et Y #

que nous avons déja rencontrées sont un cas particulier, avec a = 1 et o = 2 respectivement.

Théoréme 4.5. Soit o« € R. La série Y n% converge si et seulement st o > 1.

Démonstration. Si o < 0 alors u,, = n% ne tend pas vers 0 donc la série diverge trivialement. Dans la suite
on se restreint donc & a > 0. On va montrer le résultat en comparant la série avec une intégrale.

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(z) = -=. En particulier on a u, = f(n). La fonction f est
strictement décroissante. Pour tout k > 1 et tout = € [k, k + 1] on peut donc écrire

k1 < f(z) < uy.

et on en déduit que
k+1

Upr1 < (x)dz < ug.
k
(On rappelle que si pour tout x € [a,b] on a m < f(x) < M alors m(b—a) < f; f(z)de < M(b— a). Faites
un dessin pour vous en convaincre.) En sommant ensuite cette inégalité pour k allant de 1 & n, et en utilisant
la relation de Chasles, on obtient

n+1 n n k+1 n
Zuj: Uk41 SZ/ f(x)dISZUk
j=2 k=1 k=1"k k=1
n+1
= Spa1 —up < / flz)dz < S,. (4.3)
1

On calcule ensuite facilement I'intégrale : une primitive de f(z) = 7 est =27 si @ # 1 et In(z) si
a = 1. On en déduit que

nt1 = (n+D—1) sia#l,
/1 f(@)de = { lln(n +1) sia=1.

On a maintenant deux cas :

n+1
1
e Siaw>1alors1—a <0 etdonc ILm / f(z)dz = p— De l'inégalité de gauche de (4.3) on
n o0 1

en déduit que (S,), est majorée (sinon elle tend vers +oco, voir la Remarque 4.6) et donc la série
converge.
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n+1
e Sia<1lalorsl—a>0etonadonc lim / f(z)dz = +o00. On déduit cette fois de l'inégalité de
n—roo 1

droite de (4.3) que la suite S,, — +o0 et donc la série diverge.
(]

Exercice 4.6. En utilisant le Théoréme 4.3 et les résultats sur les séries > % ety n%, démontrez directement

que la série S = converge si a > 2 et diverge si a < 1.

no

4.2.4 Reégles de D’Alembert et Cauchy

On termine ce chapitre avec deux autres critéres permettant d’étudier la convergence des séries & termes
positifs. Ces deux critéres sont en fait des conséquences de la comparaison avec des séries géométriques mais
permettent de simplifier cette étude (il n’est pas évident de savoir & quelle série géométrique comparer).

Proposition 4.4 (Régle de D’Alembert). Soit > u, une série a termes positifs telle que (uy)n est non nulle
Untl S0 ouleR oul = +oo.

a partir d’un certain rang. On suppose de plus que
n
e Sil <1 alors la série converge.

e Sil>1 alors la série diverge.
o Sil =1 on ne peut pas conclure.

unJrl

Remarque 4.12. Le rapport est défini ssi u, # 0, et donc au moins & partir d’un certain rang. Cela

n
a donc un sens de regarder sa limite.

Remarque 4.13. Dans le cas £ = 1, dire qu’on ne peut pas conclure signifie qu’il y a des cas ot la série
converge et d’autres ot la série diverge. Par exemple, si u,, = % on a

Upt1 = M 1

Uy, ntl 1+n-t

— 1

et on a vu que la série divergeait, tandis que si u, = # on a

2
Un+1 n 1
= = — 1
Up, (n+1)2 (1+n"1)2

et on a vu que la série convergeait. Cela ne veut pas dire qu’on ne pourra pas étudier la nature de la série,
mais simplement que la régle de D’Alembert ne permet pas de décider.

Démonstration. Supposons que ¢ < 1 (on a évidemment ¢ > 0 puisque u,, est & termes positifs). On a alors
{< 1TH et donc, d’aprés la Proposition 3.8, il existe ng tel que pour tout n > ng on a

" 14/
tnpt  1EL
U, 2

On montre alors facilement par récurrence (faites-le) que pour tout n > ng on a

L+\ ™ (14 0\"
Up, < Upy 5 — ) -
Puisque 0 < < 1, la série géométrique de terme général (17“])” converge et donc la série > u, aussi
d’apreés le Théoréme 4.3.

On considére maintenant le cas ¢ > 1. En raisonnant comme ci-dessus on montre cette fois qu’il existe
ng tel que pour tout n > ng

144
2

’U,n_i,_l > 1 + 67
Unp, 2
et donc
L+0\ ™ (14 0\"
oz (150) (1Y »
Comme %‘M > 1, la série géométrique de terme général (17”)” divverge et donc la série Y u, aussi d’aprés

le Théoréme 4.3. En fait ici, (4.4) montre que u,, — +00 et donc la série diverge trivialement. |
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Exemple 4.8. On veut déterminer la nature de la série Y u, ot u, = % (on a en fait déja montré qu’elle
convergeait dans I’Exemple 3.13). On vérife que u, > 0 et ne s’annule pas & partir d’un certain rang. On

calcule ensuite )

Un+1  (n41)! n! 1 0
T =
n!

(n+1! n+1 ”

Un

On a 0 < 1 donc la série converge.

Proposition 4.5 (Regle de Cauchy). Soit > w, une série a termes positifs. On suppose que u,l/" — £ ou

LeR oul=+o0.
o Sil <1 alors la série converge.
e Sil > 1 alors la série diverge.
e Sil =1 on ne peut pas conclure.

Remarque 4.14. Ici encore, dans le cas { = 1, dire qu’on ne peut pas conclure signifie qu’il y a des cas ou
la série converge et d’autres ot la série diverge et qu’il faudra faire autre chose pour décider dans quel cas
on se trouve.

Démonstration. L’idée de la preuve est similaire & celle de la Régle de D’Alembert. Supposons d’abord que
¢ < 1 (ici encore on a évidemment £ > 0). On a alors £ < 17“ et donc, d’aprés la Proposition 3.8, il existe ng
tel que pour tout n > ng on ait

14/ 14+ 0\"
u}/"<% = un<(;—>

Puisque 0 < 17” < 1, la série géométrique de terme général (%2)” converge et donc la série Y u, aussi
d’apreés le Théoréme 4.3.
Si maintenant £ > 1 on a £ > 1, il existe ng tel que pour tout n > ng

1 1 "
ul/m > %ﬂ = u, > <;£> . (4.5)

Comme ITM > 1, la série géométrique de terme général (17”)” divverge et donc la série Y u,, aussi d’aprés
le Théoréme 4.3. A nouveau ici, (4.5) montre que u,, — 400 et donc la série diverge trivialement. ]
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Annexe A

Alphabet grec

majuscule | minuscule nom majuscule | minuscule nom
A @ alpha B 8 beta
r y gamma A ) delta
E €,€ epsilon Z ¢ zeta
H n eta G} 0,9 théta
I L iota K K kappa
A A lambda M I mu
N v nu = & xi
O o) omicron II T, W pi
P P, 0 rho by 0,S sigma
T T tau Y v upsilon
) o, phi X X chi
v P psi Q w omega
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Annexe B

Notations

a € A : I'élément a appartient & ’ensemble A.
a ¢ A :élément a n’appartient pas a 'ensemble A.
n

° Z, p,n € N avec p <n : somme pour k allant de p & n (k entier).

k=p
5

Exemple : Z k2 =22 4+ 3%+ 4% 4+ 5%

k=2
n

. H, p,n € N avec p < n : produit pour k allant de p & n (k entier).
k=p

5
Exemple : H k% = 2% x 3% x 4% x 5%
k=2

n
e n!l, n € N: factorielle n. On a n! = H k sin > 1, et par convention 0! = 1.
k=1
n

° , p,n € N avec p < n : coefficients binomiaux. C’est le nombre de sous-ensembles a p éléments

p
dans un ensemble & n éléments :

On trouve parfois la notation CZ.
e F(x) : la partie entiére de x. C’est le plus grand entier relatif tel que

E(z) <z < E(z)+ 1.
e resp. : respectivement.

e ssi: si et seulement si.
e ie. :id est, qui signifie c’est-a-dire.
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Annexe C

Trigonométrie circulaire

sin?(a) + cos?(a) = 1 sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
tan(a) = sin(a) 1 sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
cos(a)  cot(a) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
1+ tan2(a) = i( ) cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
cosmla _ tan(a) + tan(b)
1+ cot*(a) sm;(a) tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)
sin(—a) = —sin(a) tan(a — b) = tan(a) — tan(b)

1 + tan(a) tan(b)

sin(p) + sin(q) = 2sin((p + ¢)/2) cos((p — 4)/2)
tan(—a) = — tan(a) sin(p) — sin(q) = 2sin((p — )/2) cos((p + 4)/2)
sin(m —a) =sin(e) cos(p) + cos(g) = 2cos((p + 4)/2) cos((p — 4)/2)
EOS((W - a)) == (;OS((CL)) cos(p) — cos(q) = —2sin((p + ¢)/2) sin((p — ¢)/2)

an(m — a) = — tan(a _ sin(p+q)

sin(r +a) = —sin(a) tan(p) + tan(0) = o) cos(a)
cos(m 4+ a) = — cos(a) ~ tan(q) — sin(p — q)
tan(m 4 a) = tan(a) tan(p) — tan(g) cos(p) cos(q)
sin(m/2 — a) = cos(a) sin(a) sin(b) = (1/2)(cos(a — b) — cos(a + b))
cos(m/2 — a) = sin(a) cos(a) cos(b) = (1/2)(cos(a + b) + cos(a — b))
tan(r/2 — a) = 1/ tan(a) sin(a) cos(b) = (1/2)(sin(a + b) + s(in)(a - b))
sin(7/2 + a) = cos(a) sin(2a) = 2sin(a) cos(a) = 2— 2@
cos(m/2 + a) = —sin(a) (2a) = 2sin(a) cos(a) 21 + tan?(a)
tan(m/2 + a) = —1/ tan(a) cos(2a) = cos®>a —sina = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’a
sin(3/2 — a) = — cos(a) tan(2a) = 2—20()
cos(37/2 — a) = —sin(a) ) 1 — tan*(a)
tan(37/2 — a) = 1/ tan(a) sin“(a) = (1 — cos(2a))/2
sin(37/2 + a) = — cos(a) cos®(a) = (1 + cos(2a))/2
cos(37/2 + a) = sin(a) tan?(a) = 1 J_r Ezzgzg
tan(37/2 + a) = —1/tan(a) sin(2a) 1 — cos(2a)

tan(a) =

1+ cos(2a) B sin(2a)

sin(a) =sin(b) = a=b+2knoua=m — b+ 2kn

cos(a) = cos(b) = a =b+ 2kmw ou a = —b+ 2kw

tan(a) = tan(b) = a = b+ kr

t—tan( ) =sin(a) = —— cos(a):l_it2 tan(a):i
2 1412 142 1—t2
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Trigonométrie circulaire

Angle Cosinus Sinus Tangente
0 1 0 0
™ -1 0 0
™
— 1 X
5 0
1
T b V3 V3
3 2 2
m V2 V2 )
4 2 2
1 5 10 — 2v/5
™ + f \/> 5_ 2\/5
5 4 4
il v3 1 1
6 2 2 V3
T V2+42 242
= V2 -1
8 2 2
T | V1I0+2V5 | —1+456 L2
10 4 4 V5
2 — V2
112 \/EZ V2 V6 " V2 03
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